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内 容 提 要 


本 书 系统 地 介绍 偏 徽 分 方程 的 奇 性 分 析 理论 ,并 侧重 于 人 线 
性 方程 奇 性 分 析 问 题 的 研究 . 全 书 共 分 七 章 . 第 1 章 先 从 奇 性 分 析 
的 经 典 理论 入 于 .第 2 章 主要 讨论 线性 方程 的 情形 ,包括 奇 性 传播 
与 奇 性 反射 问题 . 从 第 3 章 到 第 6 章 讨论 非 线性 方程 奇 性 分 析 的 
各 个 侧面 ,其 中 包括 解 的 弱 奇 性 与 强 奇 性 的 传播 .反射 与 干 所 
状 奇 性 结构 与 花 状 奇 性 结构 的 研究 等. 方程 的 类 型 也 涉及 半 线 性 、 
拟 线性 和 完全 非 线性 方程 . 第 ? 章 介绍 拟 线性 方程 的 奇 性 形成 问 
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系 高 年 级 学 生 , 研 究 生 以 及 有 关 的 科研 人 员 参考 ， 


Analysis of Singularities for 
Partial Differential Equations 
Chen Shuxing 
Abstract 


The theory on analysis of singularities for partial differential 
equations is systematically discussed in this book, Particularly, 
the study on the problems of analysis of singularities for 
nonlinear equations is concerned. The book contains seven 
chapters. The first chapter starts with the classical theory of 
analysis of singularities. Then Chapter 2 mainly discusses the 
case of linear equations, including propagation of singularitics 
and reflection of singularities. The analysis of singularities for 
nonlinear equations are discussed from Chapter 3 to Chapter 6, 
where the propagation, reflection and interaction of weak 
singularities or strong singularities, and the singularity structure 
with different shape are discussed respectively. The related 
equations involve semilinear, quasilinear and fully nonlinear 
equations. Finally, in Chapter 7 the problem on formation of 
singularities for quasilinear equations is discussed. The whole 
book gives an overall introduction for the main theory and 
methods of analysis of singularities, as well as its recent 
development and progress. The book can be served as a reference 


book for graduate students, senior undergraduate students and 
related scientists. 
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出 版 说明 


从 60 年 代 起 ,由 华罗庚 教授 任 主编 的 《现代 数学 丛书 ?编辑 委 
员 会 曾 组 织 编著 ,并 由 我 社 出 版 了 多 部 具有 很 高 水 平 的 数学 学 术 
专著 ,有 几 部 专著 已 在 国外 出 了 外 文 版 ,受到 国内 外 数学 界 和 广大 
读者 的 高 度 重 视 , 获 得 了 很 高 的 评价 . PHRASES KEE. 
吴 新 谋 三 位 教授 虽 已 先后 逝世 ,但 他 们 为 本 《丛书 ?所 作出 的 贡献 
迄今 仍 为 人 们 所 敬仰 怀念. 由 于 某 些 客观 原因 多 现代 数学 丛书》 
的 出 版 工作 曾 一 度 停 顿 ， 

为 了 适应 现代 数学 的 迅速 发 展 ,更 好 地 反映 我 国 数学 家 近 几 
年 的 优秀 研究 成 果 , 必 须 大 力 加 强 4 现 代数 学 丛书 ?的 规划 、 编 辑 、 
出 版 工作 ,充实 编 委 会 的 力量 . 考虑 到 不 少 编 委 年 事 已 高 ,经 向 原 
编 委 会 中 大 部 分 同志 及 数学 界 有 关 专 家 广泛 征求 意见 后 ,于 1990 
年 对 编 委 会 作 了 调整 ,补充 了 一 些 著名 的 中 年 数学 家 和 学 科 带 头 
人 ,建立 了 新 的 编 委 会 ,并 进一步 明确 了 本 从 书 的 宗旨 . 

《现代 数学 丛书 》 新 的 编辑 委员 会 由 苏 步 青 教授 任 名 誉 主编 、 
谷 超 豪 教授 任 主编 ,18 位 著名 数学 家 任 委员 . 编 委 会 负责 推荐 (或 
审定 ) 选 题 和 作者 ,主持 书稿 的 审核 等 工作 . 

《现代 数学 从 书 》 的 宗旨 是 :向 国内 外 介绍 我 国 比较 成 熟 的 、 对 
学 科 发 展 方向 有 引导 作用 的 、 国 内 第 一 流水 平 的 数学 研究 成 果 , 反 
映 我 国 数学 研究 的 特色 和 优势 ,扩大 我 国 数学 研究 成 果 的 影响 , 促 
进 学 科 的 发 展 和 国内 外 的 学 术 交 流 . 

为 了 实现 上 述 宗 骨 ,本 从 书 将 陆续 组 织 出 版 在 基础 数学 .应 用 
数学 和 计算 数学 方面 处 于 学 科 发 展 前 沿 , 有 创见 且 具 有 系统 完整 
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研究 成 果 的 现代 数学 学 术 专 著 . 

为 出 版 好 《现代 数学 丛书 》, 我 们 热切 地 期 望 着 数学 界 各 位 专 
家 的 大 力 支 持 和 悉心 指导 ,并 欢迎 广大 读者 提出 宝贵 的 建议 和 总 
E. 
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在 偏 微 分 方程 的 理论 和 应 用 研究 中 ,人 们 不 仅 关心 一 个 偏 微 
分 方程 或 者 其 相应 的 定 解 问题 是 否 有 解 ,还 往往 更 关心 解 的 性 质 ， 
例如 解 的 正则 性 、 周期 性 、 渐 近 行 为 等 等 . 而 其 中 最 重要 的 莫 过 
于 对 解 的 正则 性 的 了 解 ,这 是 因为 : 

一 、 解 的 正则 性 告诉 我 们 这 个 解 是 否 是 连续 的 、 光 滑 的 . 如 
RÆ, 那么 解 在 一 点 的 数值 就 可 以 代表 它 在 该 点 邻近 的 数值 ， 这 
对 于 定量 地 了 解 这 个 解 , 或 者 进行 数值 计算 将 有 很 大 的 好 处 ,而 
且 解 的 正则 性 通常 也 是 研究 解 的 其 他 性 质 , 例如 解 的 浙 近 行为 的 
基础 . 

二 、 在 现代 偏 微分 方程 理论 研究 中 , 人们 往往 将 一 个 问题 的 
解 的 存在 性 的 证 明 分 解 成 两 步 ; 第 一 步 证 明 在 很 弱 意 义 下 (例如 在 
分 布 的 意义 下 ) 解 的 存在 性 ,然后 说 明 这 个 解 就 是 经 典 意义 的 解 ; 
后 一 步 的 工作 实际 上 就 是 对 解 的 正则 性 的 讨论 . 

三 、 解 的 正则 性 的 反面 表述 就 是 解 的 奇 性 , 而 解 的 奇 性 的 产 
生 与 它 的 分 布 往往 是 种 种 应 用 问题 中 所 特别 关心 的 ， 例 如， 在 材 
料 力学 中 , 最 令 人 关心 的 问题 经 常 是 应 力 集中 或 材料 出 现 裂痕 处 
的 应 力 与 应 变 状态 ; 在 化 学 反应 问题 中 , 解 的 奇 性 的 产生 往往 对 
应 于 爆炸 的 产生 ; 在 研究 空气 动力 学 问题 中 , 解 的 奇 性 的 形成 往 
往 对 应 于 冲击 波 的 生成 等 等 . 特别 是 在 波 的 传播 问题 中 , 解 的 奇 
性 描述 了 波 阵 面 ,所 以 解 的 奇 性 的 分 布 正 可 描述 波 的 位 置 或 波 的 
传播 过 程 ， 这 些 正 是 人 们 最 关心 的 问题 , 

进一步 的 研究 还 发 现 , 解 的 正则 性 与 解 的 其 他 性 质 , 以 及 解 是 
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否 存 在 .唯一 等 问题 有 密切 的 联系 . 偏 微 分 方程 解 的 正则 性 往往 用 
一 些 不 等 式 , 即 所 谓 正 则 性 估计 来 表述 ,而 这 些 估计 式 在 解 的 存在 
性 与 唯一 性 的 讨论 中 也 往往 是 至 关 重 要 的 . 用 泛 函 分 析 为 工具 来 
讨论 偏 微分 方程 时 一 般 总 得 先 规定 一 个 解 所 属 的 空间 ,这 个 空间 
实际 上 就 蕴含 了 解 所 应 具有 的 某 种 正则 性 . 

很 多 关于 偏 微 分 方程 的 专著 中 都 有 关于 解 的 正则 性 和 奇 性 的 
讨论 ,但 是 专门 论述 这 一 问题 的 书 还 不 多 见 , 本 书 特别 强调 这 一 问 
题 的 重要 性 ,将 集中 地 介绍 近年 来 关于 偏 微分 方程 解 的 正则 性 与 
奇 性 的 研究 成 果 , 希 户 它 能 有 助 于 人 们 了 解 这 类 问题 的 研究 概 瑶 
与 主要 方法 ,为 进入 研究 的 前 沿 作 准 备 . 考虑 到 在 研究 偏 微分 方程 
解 的 正则 性 问题 时 ,人 们 实际 上 更 关心 的 是 解 的 奇 性 的 出 现 与 分 
布 ,所 以 将 本 书 定名 为 《 偏 微分 方程 的 奇 性 分 析 》. 由 于 双 曲 型 方程 
《组 ) 主 要 描述 波 的 传播 现象 ,与 其 他 各 类 型 的 方程 相 比 ,对 于 它 的 
解 的 奇 性 分 析 的 研究 一 般 包 含 更 丰富 的 内 容 , 故 以 后 我 们 将 较 多 
地 涉及 对 双 曲 型 方程 的 讨论 ,但 由 于 篇 幅 所 限 ,对 于 解 出 现 奇 性 以 
前 的 性 质 ,例如 发 展 型 方程 解 的 生命 区 间 的 估计 等 问题 ,在 此 暂 不 
涉及 . 

本 书 第 1 章 从 奇 性 分 析 的 经 典 理论 入 手 开 始 讨论 ,虽然 在 偏 
微分 方程 的 经 典 理论 中 ,关于 解 的 奇 性 分 析 只 有 一 些 简单 的 结果 ， 
但 它 是 今后 深入 讨论 的 基础 与 出 发 点 . 自从 本 世纪 60 年 代 微 局 部 
分 析 理 论 建立 与 发 展 以 后 , 偏 微分 方程 的 奇 性 分 析 理 论 方才 成 为 
一 个 专门 的 分 支 . 从 第 2 章 开始 ,就 逐步 展开 对 各 个 专题 的 讨论 . 
其 中 第 2 章 主要 讨论 线性 方程 的 情形 ,包括 在 区 域内 部 解 的 奇 性 
传播 与 在 边界 上 解 的 奇 性 反射 . 由 于 非 线 性 方程 的 奇 性 分 析 比 线 
性 方程 的 情形 更 复杂 ,内 容 也 更 丰富 ,因此 ,从 第 3 章 开始 ,介绍 非 
线性 方程 奇 性 分 析 研究 的 各 个 侧面 ,涉及 到 弱 奇 性 与 强 奇 性 的 伟 
播 ,反射 与 干扰 、 肩 状 奇 性 结构 与 花 状 奇 性 结构 的 研究 等 各 类 问 
FIL. 在 讨论 这 些 问题 时 ,对 于 半 线 性 方程 与 一 般 非 线性 方程 ,所 用 
的 处 理 方法 是 完全 不 同 的 . 最 后 ,在 第 7 章 ,特别 介绍 拟 线性 方程 
的 奇 性 形成 问题 , 虽然 目前 对 这 个 问题 的 系统 研究 成 果 较 少 ,但 我 
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们 相信 此 类 研究 不 久 将 有 较 快 的 发 展 . 

偏 微分 方程 的 奇 性 分 析 理 论 的 研究 涉及 很 多 现代 分 析 工 具 ， 
微 局 部 分 析 的 许多 基本 知识 对 本 书 所 讨论 的 问题 都 是 需要 的 . 由 
于 本 书 篇 辐 所 限 , 当 然 不 可 能 对 此 全 部 加 以 介绍 . 在 本 书 中 对 这 些 
内 容 作 了 不 同 的 处 理 , 由 于 拟 微分 算 子 的 基本 理论 已 在 许多 偏 微 
分 方程 的 著作 中 有 介绍 ,并 为 人 们 所 熟悉 , 故 在 本 书 中 不 再 详细 地 
叙述 其 基本 理论 ,而 是 直接 应 用 有 关 的 结果 . 对 于 仿 微分 算 子 的 理 
论 , 则 在 附录 中 作 一 扼要 的 回顾 . 对 于 二 次 微 局 部 分 析 理 论 ,将 在 
第 4 章 中 作 较 详细 的 介绍 . 

由 于 近 二 三 十 年 中 偏 微分 方程 奇 性 分 析 理 论 的 迅速 发 展 ,与 
该 方向 有 关 的 成 果 与 文献 极为 丰富 ,方法 各 异 . 为 了 使 读者 了 解 该 
理论 的 核心 思想 与 发 展 的 主要 线索 ,我 们 只 能 对 部 分 典型 问题 作 
详细 的 叙述 与 证 明 . 有 些 问题 虽然 重要 ,所 得 到 的 结果 也 很 精彩 ， 
但 由 于 其 证 明 技 娓 性 很 强 , 往 往 为 解决 一 个 问题 就 需要 作 许 多 技 
术 上 的 准备 ,因而 无 法 在 本 书 有 限 的 篇 幅 中 展开 . 对 此 ,我们 只 能 
-简单 地 介绍 在 这 些 方面 已 取得 的 结果 与 进展 ,甚至 不 得 不 割爱 . 此 
外 ,我 们 强调 指出 ,对 于 偏 微 分 方程 解 的 奇 性 的 研究 是 有 明确 的 实 
际 背景 的 ,虽然 由 于 现代 分 析 工 具 的 引入 ,使 有 些 问 题 的 提 法 与 结 
论 显 得 较为 抽象 .因此 ,在 本 书 中 将 提供 一 些 对 一 般 结论 的 解释 以 
及 对 一 些 实例 的 讨论 ,希望 它 能 有 助 于 读者 对 理论 实质 的 理解 与 
对 一 般 结论 应 用 的 兴趣 . 为 了 便于 阅读 ,在 介绍 一 些 已 有 成 果 时 ， 
本 书 对 很 多 材料 作 了 重新 的 处 理 . 其 中 也 包含 了 作者 本 人 近年 来 
的 部 分 研究 成 果 , 由 于 作者 的 知识 与 水 平 所 限 , 本 书 有 许多 不 妥 之 
处 ,恳切 希望 该 者 指正 . 

在 本 书 出 版 之 际 ,作者 借 此 机 会 对 导师 谷 超 豪 教 授 多 年 的 指 
时 与 关心 表示 由 衷 的 感谢 ,本 书 的 写成 也 是 导师 长 期 教导 的 结果 . 
作者 还 深 深 感谢 周围 许多 老师 和 同行 们 在 学 习 与 研究 偏 微分 方程 
理论 中 所 给 予 的 指导 与 帮助 ,其 中 特别 是 王 柔 剑 教授 和 齐 民 友 教 
授 ,他 们 在 学 术 上 对 作者 的 启迪 ,使 作者 得 以 进入 微 局 部 分 析 的 研 
究 领域 ,进而 写作 本 书 . 此 外 ,在 本 书写 作 过 程 中 得 到 国家 自然 科 
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第 工 章 


奇 性 分 析 问 题 研究 的 引入 


$1.1 经 典 的 奇 性 传播 定理 


在 本 节 中 讨论 经 典 的 奇 性 传播 定理 , 先 考察 几 个 简单 的 例子 ， 
在 (x，y) 空 间 中 考察 如 下 的 一 阶 线性 偏 微分 方程 


alz, » ZÉ + bG, DFR Hele, y), (1.1.1) 


XEa, b, cAr, yHC RR Haet 77 EO. 1. D— 
般 可 以 通过 特征 线 法 来 求解 , 在 此 定义 方程 (1. 1.1) 的 特征 曲线 为 
常 微分 方程 组 


dr = ar, y)s dX ~ bz, y) (1.1.2) 
的 解 . 
今 设 在 空间 (z， ys u) FUB — Bl £X, 
I:mr-—É(G), y= 7), u = t», 
H+ EG, lO, £CO SA MERGA, H E + 927-0. 要 寻求 
FEAA. 1. D 的 积分 曲面 , 即 寻求 函数 x(z，y) 使 它 满 足 方 
21.1.1). 8) = uF), *GDD , 这 样 的 问题 称 为 Cauchy 


问题 ,为 解 此 Cauchy 问题 , 先 解 常 微 分 方程 组 (1. 1. 2) 满 足 初始 
条 件 


z() = U), yO) = 7@) 13) 
的 初 值 问题 . 这 个 初 值 问题 的 解 是 以 :为 参数 的 单 参 数 曲线 族 


w 
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z= zls, t), y= yls, 2), (1.1. 4) 


t€ EI =G), y= 900 HET BRI, AMO 中 任 一 点 ， 
9 Gr, y)/2 G, D £ 0, 则 在 该 点 的 邻 域 中 存在 一 个 从 (;, OP 
Gi. 3288 0R AT [8] HF. 再 对 du —cGG, t), Y, 00. ulo = (OD 
也 进行 积分 ,得 到 w = us, D 的 函数 ,再 用 (1.1.3) 的 道 变换 代 
A» BI aT Cauchy 问题 (1.1.1)、(1.1.2) 的 解 xCr，y). 显然 ,由 


Toa. 8 仅 依赖 于 、y* 所 以 上 述 两 次 求解 常 微分 方程 的 过 程 等 价 
于 求解 初 值 问题 


We O ae Oe (1.1.5) 


r|.-.— FE), vivo = 9), ulo = ECL). (1.1.6) 


RF BRM u, 3008757; RO. 1.1? 的 证 明 是 经 典 的 ,读者 可 参见 
文献 [38]. 以 下 着 重 对 解 的 奇 性 进行 分 析 . 

奇 性 是 相对 于 正则 性 而 言 的 ,在 C” 正 则 性 的 意义 下 ,在 解 的 
定义 区 域 中 使 解 为 非 C~ 的 点 都 称 为 坷 点 , 故 虽然 函数 ulr, yA 
连续 可 微 函 数 , 它 仍 有 奇 性 可 言 . 若 方 程 (1. 1. DRK ul, pE 
《zi， yD C^ , li nf ELE Ce, > y 作 一 条 C™ 曲 线 ! ‘a> E) , 
Y= C2) ,使 它 的 切线 方向 处 处 与 向 量 场 (a, COH Ow = 
u C, Qo (和 ), 则 方程 (11. 了 以 (8&1(2), m GO. C GOOD 为 初 值 的 
积分 曲面 就 是 zx = ulr, y) 显然 ,此 时 按 前 述 的 步 又 所 得 到 的 函 
SE rls, 1) 和 ys， O PERCH. MAR 


JC, ; 
51392 anh (0 — 6,0 3 0 


可 知 ,w(z, Wea, yis uns >》1)) 的 特征 线 为 C~ 的 .反之 ,车 
ulr, VEŽA z y03E C, M u 在 过 该 点 的 特征 线 忆 上 必定 也 
是 非 C~ 的 . EREA u 在 4 的 某 点 (zx,, y,) 为 C”, 则 由 前 面 的 证 
ART Matz, y) 在 过 (zx,， y WIPER EWC, 由 常 微分 方程 组 解 
的 唯一 性 定理 知 该 特征 线 就 是 A 从 而 xz 在 (x;， y) X CEN. 


$1.1 经 典 的 奇 性 传播 定理 3 


这 与 原先 的 假设 矛盾 . 简 言 之 ,方程 (1.1.1? 的 可 徽 解 的 奇 性 是 沿 
着 特征 线 传播 的 . 

上 述 结论 可 按 多 种 意义 推广 . 例如 ,讨论 方程 (1. 1.1) 连 续 而 
分 片 光滑 解 , 可 以 得 到 的 结论 是 :车 方程 (1.1.1) 的 分 片 光 滑 解 的 
导数 在 某 曲 线 上 有 闻 断 , 则 该 曲线 必定 是 特征 线 ， 

再 以 一 维 波动 方程 的 Cauchy 问题 为 例 , 考 察 方程 


€ — gt ane =0 (1.1.7) 
满足 初始 条 件 
uO, x) = 9, u,CO, x) mE d(x) Ci. 1. 8) 
2 一 », <1; 
oz) = ME : e (1.1. 9? 


0, |x | ods 


那么 KR $2) FE x — 1 处 一 阶 导 数 连 续 , 二 阶 导 数 有 间断 . 
Cauchy 问题 (1L.1.77、(1.1. 8) 的 解 为 


u(r, t) 
Hea) F, Hf 2—at|<1, |2tat|>1; 
Hitay, E z—at|71, |z--at| i1; 


gU a 1] - EG tary 1}, 


E |x—at|<1, laetat|<1; 
0, 其 他 . s 
(1. 1.10) 
显然 , 解 w(t, z) 的 奇 性 发 生 在 过 (0, 士 1) 的 特征 线 上 , 即 解 的 奇 
TEARS HAF EE m 15 4$ 85. 
对 于 一 般 的 偏 微分 方程 ,上 述 结 论 是 否 仍然 成 立 呢 ? 为 此 , 考 
BE m 阶 线性 偏 微分 方程 , 它 的 一 般 形 式 为 


4 A E ES HEIA Bis 


Go er a CT) 


atediar |e| imr 
= f(x, “ty Dads (1.1.11) 


讨论 方程 (1.1. 11? 的 弱 间 断 解 , 它 的 定义 是 ， 
定义 1.1.1 FERE, s roO BEAKER N 内 有 -个 
C" Bl ii S. ER Cu Cn os IE QNS 上 为 C", 且 满足 方程 
(0.1.1D. X u € C"7 (OD, uh mA SRE S 上 有 第 一 类 间断 ， 
则 称 u 为 方程 (1. 1. 110 P] ED A. EBT, tai S PRI 5 Is] ier dn. 
对 于 方程 (1. 1.11), fllii O(a, n. c0 = 0 称 为 它 的 特征 曲 
©, 4 ¢=0 上 的 每 一 点 满足 


3$ D 
"m tr: J^ (52 S =0. (.L12 
定理 1.1.1 Fula, n0 5G. 11D ASR. 
则 它 的 弱 间 断面 必定 为 特征 曲面 


证 明 设 己 为 弱 间 断面 S 上 任 一 点 . 记 曲 面 8 de P 点 邻 域 中 
的 方程 为 On. rn) = 0, 它 满足 Dek AO. RHE YG, AO, 
则 可 以 在 PP 点 的 邻 域 引进 如 下 的 变换 ， 
Ji —— $215 t6, Lads ya = Los t. Ya = Hee (1.1.13) 
BR 9 Cui, inr | y,2/8 (x5 ony Xu) 天 0， 故人 1， 1. 13) 是 一 个 局 部 
HERE. 在 此 变换 下 ,函数 u(x) 变 为 UCy) = «GG, 曲面 
S 变 为 y, — 0, WRC. 1. 11) 变 为 


a Go»[3 25 |" 22]* a” U 


bl LT 


Be B P Inm. Be | d 3 yn y» 
= f(r(y)). (1. 1. 145 
ee 3:853 [8] BEALI xg. ST A, 1. 14) 式 中 各 项 除 等 式 左 端的 首 项 


$11 经 典 的 奇 性 传播 定 理 5 


外 ,都 在 P 点 的 邻 域 中 连续 ,于 是 在 5 的 两 侧 考 察 等 式 (1. 1.14) 
在 己 点 的 极限 ,并 将 此 两 侧 的 极限 值 相 减 ,可 得 到 


32) 732] Last J 


a... GO) 


la bebe laa 


(1.1. 15) 


其 中 [ - ] 表 示 方 括号 内 的 量 在 曲面 3 LORE. 因为 u(x) 的 m 
阶 导数 在 S 上 有 间断 , 故 [SOE joe 0, 所 以 ,为 使 (1. 1. 15) Re 
立 , 其 系数 必须 为 零 . 面 这 正 意 昧 着 多 = 0 满足 特征 方程 的 要 求 ， 
这 样 就 证 得 了 S 必 为 特征 曲面 . 口 

注 定理 1.1.1 说 明 , 偏 微分 方程 (1. 1. 11) 的 弱 间 断 解 的 m 
阶 导数 的 间断 总 是 分 布 在 特征 曲面 上 ,这 一 事实 对 于 更 弱 的 奇 性 
也 是 对 的 . 也 就 是 说 E ult cs. xD 为 方程 (1.1. 11) H C R, 
k>m, du e+1 PSREC 类 曲面 5 上 有 第 一 类 间断 , 那 
4 S 必 为 (1.1.11) 的 特征 曲面 . 

定理 1. 1. 1 中 所 述 的 结论 对 非 线性 方程 也 是 成 立 的 . 但 这 时 
策 注 意 的 是 特征 曲面 与 解 有 关 . 高 阶 非 线性 偏 微分 方程 的 一 般 形 
式 为 


pe u 


F Na sdb T, u eee 一 一 一 一 一 一 一 一 
1* 9 [EJ Li , Iria rt’ 


| = 0, (1.1.16) 


其 中 ,下 为 其 变 元 (zi， "yr Ene Uy 777, Parse? -ORC KR. 对 
于 给 定 的 解 «GO. Bil %z，…，z) 一 0 称 为 方程 (1.3.16? 的 特 
年 曲面 ,如 果 


[> Hu. sos aut + y | 
Jejte Fa, [=m a Powe, , 了 9 3 XO IE + 
2$ [9$1— _ 
x (22. [32 = (1.1.17) 


在 曲面 $G, s ts Ta) = 0 的 每 一 点 成 立 , 则 有 以 下 定理 : 
定理 1.1.2 Ful, c, n0 PRO. IL 16 ff C* E (2 
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m 十 1), 但 它 的 十 1 阶 导 数 在 曲面 $ 上 有 第 一 类 间断 , 则 S 必 为 
方程 (1. 1.16) 的 特征 曲面 . 

此 定理 的 证 明 与 定理 1,1.1 相似 ,读者 可 自行 证 明之 ,在 此 作 
- ETE AR. 

注 1 hH SESE u 有 关 的 .所 以 只 有 在 得 到 方程 的 解 以 
后 ,才能 讨论 奇 性 的 分 布 . 而 在 线性 方程 与 半 线 性 方程 的 情形 , 可 
能 出 现 奇 性 的 特征 曲面 ,可 以 在 求 得 解 以 前 给 出 . 

注 2 在 一 般 非 线 性 方程 的 情形 ,由 于 载 有 解 的 奇 性 的 曲面 
SRE X , 面 在 求解 方程 (1. 1. 17) 时 又 要 用 到 系数 的 导数 , 故 通常 
需要 求 方程 (1. 1. 16) 的 解 z BEC! eg C. 但 在 拟 线性 方程 的 
情形 ,这 个 要 求 可 以 放宽 为 下 之 m. 

定理 1.1. ) 与 定理 1. 1. 2 说 明了 能 奇 性 解 的 奇 性 必定 出 现在 
特征 曲面 上 . 但 是 ,在 该 特征 曲面 上 并 不 一 定 处 处 都 是 解 的 奇 性 . 
这 时 ,能 否 对 解 的 奇 性 作 更 细致 的 刻画 呢 ? 下 面 就 线性 方程 
《1.1.11) 的 情形 进行 讨论 ,对 于 非 线性 方程 的 讨论 是 类 似 的 ， 

定义 1.1.2 将 (1,1.12) 神 为 关于 函数 Gn, s x,) 的 一 阶 
偏 微分 方程 , 它 的 特征 线 称 为 方程 (1. 1. 11) 的 次 特征 线 . 


X O.1.122 48808 H Tis t. Tye 2f ane Eu d =0, 它 是 


aa,’ "Or, 
函数 # 的 非 线性 方程 , 且 是 一 个 不 明显 地 含有 & 的 一 阶 偏 微分 方 
FE. Er eR g 已 知 , 则 称 常 微分 方程 组 


ds aa ə p. 1.1. 18) 


满足 初始 条 件 x,(0) = ze 的 解 为 方程 (1. 1. 12) 的 特征 线 . 在 曲面 
ges EE = f. AM LI 


dpi 3*4 dx, 2? $ 


ds axa,’ ds BEEE 


但 由 特征 方程 (1. 1. 12) 本 身 求 导 可 得 


H,. 


$1.1 经 典 的 奇 性 传播 定理 7 


a*¢ 
H, pM Ts = 0, 
BE p,(s) 满足 
dp _ 2H 
ds = Jy C É. (1.1.19) 


PE: Bit Pa tE X 25 7 At e KY Cz, Qs), 7, om GO. pi Cs), 
+, pC) RA BAA 


dz _ 9H 
ds 2p 
G=1, e. 7), (1. 1. 20) 
dp | 2H 
ds 3 zx, 


XU OH FETCH ais ts Zs 与 porc pe BAA. 1:20 83 0E 
也 称 为 偏 微分 方程 (1. 1. 11 AE LECT. 1. 11? 的 次 特征 线 
正 是 次 特征 带 在 (zi，…，z》 空 间 的 投影 . 

定理 1.1.3 方程 (1.1.11? 的 弱 间 断 解 在 特征 曲面 & 一 0 上 
的 奇 性 是 沿 着 次 特征 线 传播 的 . 

证 明 ”与 定理 1.1. 1 的 证 明 相仿 , 作 变 换 人 1.1. 13222 9 y, 得 


到 
OF d. CES 9 „$ð, 2 

H| 33 1ay,’ 9xdy Oy» ^€C 2 0*2 GG) 
+ Ku y)) = f(x(y)), (1.1. 21) 


EFK ARF m 阶 的 偏 微 分 算 子 .将 (1.1. 21) 中 的 H 作 多 项 式 
展开 ,并 注意 到 函数 $ 所 满足 的 方程 (i. 1. 12), 即 有 


A i Mad sert) 


dy\9y 


uL y ef, (1. 1. 22) 


其 中 被 省 略 的 项 中 关于 y 的 求 导 次 数 不 超 过 m 一 2. 由 于 在 曲 
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GS .上 有 弱 问 断 , 它 在 S MM TL 存在 ,但 它们 在 S LB 
限 值 不 同 . 在 (1. 1. 22) 两 端 关于 y 求 导 ,可 得 


"n 3 2"u 2"u E 
2,H, * 35 ay] th Soe to f. (1.1. 23) 


其 中 被 省 略 的 项 中 关于 的 求 导 次 数 不 超 过 mx 一 1. 于 是 , 记 


a” | 
wa (el a yt] 


为 dE S ERKE, N w 应 满足 


DLE vw + byw = 0, (1.1.24) 
或 者 i 
dw + bw = 0. 
所 以 沿 着 次 特征 线 有 下 式 成 立 : 
w = w :exp| — f s], (1.1. 25) 


这 里 z 3XEZR w 在: = s KE. 此 式 表示 在 弱 间 断面 上 间断 是 党 着 
次 特征 传播 的 , 即 如 果 在 一 条 次 特征 线 的 某 一 点 3" w KEARSE 
于 零 , 则 它 在 次 特征 线 的 任何 一 点 都 不 会 消失 . 口 

与 定理 1. 1. 1 后面 的 说 明 相同 ,定理 1. 1. 3 的 结论 对 于 更 弱 
的 间断 也 是 适用 的 . 

例 下 面 以 波动 方程 为 例 , 对 上 述 定理 给 出 进一步 的 说 明 . 三 
维 波 动 方程 是 

E $4 PE: AE =0, (1. 1. 26) 

它 可 以 用 于 描述 均匀 介质 中 电磁 波 或 光波 的 运动 . 车 $0. zx， tz 
2) 一 0 是 它 的 特征 曲面 WRK % 应 满足 方程 


$1.1 经 典 的 奇 性 传播 定理 9 
&—4&-—&8 F, = 0. (1. 1. 27) 
在 曲面 非 退 化 的 情形 恒 有 $350, 故 可 以 从 (ty Zis Xs, T=0 
解 得 到 上 = Gs xx 其 中 yy 满足 方程 
EP EP =L (1. 1.28) 
AOC, 2, x. x.) 一 0 是 承载 着 函数 xz 的 奇 性 的 曲面 , 则 对 于 每 
个 面 定 的 tz, On. x, 23) =t 表示 该 曲面 在 时 刻 t 到 达 的 位 置 . 


它 就 是 波 的 传播 过 程 中 的 波 阵 面 .方程 (1. 1. 28) 的 特征 线 可 以 作 
为 


证 一 入 ,高 一 0 (1. L. 29) 


B 积分 曲线 在 (ri， Tzs Xs) 空间 中 的 投影 而 得 到 . 任 取 Cxio Zeos 
Tos Priors Par Pods AP Cpns P20* za) 满足 bM = 1, W 
(1. 1. 290 2 
zx, C0) = Das BOO = Pio G = 1, 2, 3) CI 30) 
为 初 值 的 解 是 
Xi = PoS 十 For Pe 一 Pos (1.1. 3D 
E FE Gu. x zy) SPU Co, Pros pw) 为 方向 的 直线 . 注意 到 


| 22 T 241)? — s, HA (pics pz» ps) EMRE C. 1. 28083 
法 向 , 则 由 定理 1. 1. 3 可 知 方程 (1. 1. 26) 的 解 的 弱 奇 性 沿 波 阵 面 
的 法 线 方向 传播 , 且 传 播 的 速度 相等 . 故 若 用 波动 方程 (1. 1.260 di 
述 光 波 的 运动 ,那么 方程 On. n. x) = 可 描述 光波 波 阵 面 的 
传播 ,而 (1.1. 31) BEBB ,在 均匀 介质 中 光线 是 沿 着 直线 传播 的 . 

考察 非 均 匀 介 质 中 光波 的 运动 , 若 介质 为 各 向 同性 的 , 则 方程 
C. 1.26) 应 改 为 


au  1([(93'u , aru 
at? n? pui oa 


z =0, (1. 1. 32) 
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其 中 =n2,, xe 23) APRA ILS. 如 以 上 推导 可 得 到 , 若 
VG. x. 0) 一 上 为 方程 (1.1. 32) RA fp GE Hlt UE RE. Pal e C o 满足 


A + 4 + Pi = nGr, Tzs x), (1.1.33) 
它 的 特征 线 应 当 满 足 
dr, — dp, 时 
ds = 255 ds = (n? s. (1. 1. 34) 


ES nin, X2 2 AREER EU b 沿 特 征 线 一 般 不 是 常数 ,所 以 特 
征 线 也 不 再 为 直线 . 由 奇 性 传播 的 一 般 结 论 可 知 , 光 在 非 均 匀 介 质 
中 不 再 沿 直线 传播 . 


$1.2 [ER mie 


虽然 在 上 节 中 所 述 的 经 典 理论 能 说 明 许多 关于 奇 性 分 布 的 信 
息 , 但 是 它 还 不 够 精确 , 且 对 有 些 问 题 不 能 给 予 确 切 的 回答 ,例如 ， 
考察 二 维 波动 方程 的 Cauchy 问题 ， 


9*u J'u 
{no + oe, 


“uO, X. y) = $G, ys u, CO, X, y) = 0, 
M dx, VRA C, B. EM EE 


(1.2.1) 


1 9 l z 2 2 

Ty 

uslt, z, y) -da7 VE zy 
0, zx? y zm 


(1.2.2) 
m pC, y) RA Heaviside 函数 Oz) 时 , 它 的 解 为 
ly 
us. z, y) = So tri (1.2.3) 


0, r —t. 
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由 解 的 表达 式 可 知 ,ws(t， Zz，y) 的 奇 性 从 原点 出 发 , 沿 着 特征 锥 
xz 十 吧 一 绊 往 各 个 方向 传播 ,而 us. x，y) 的 奇 性 分 布 在 两 个 
平面 x 王 士 上 < 上. 

按照 定理 1. 1. 3 的 结论 , 奇 性 沿 次 特征 线 传 播 . 类 似 于 上 节 的 
例 中 的 推导 可 知 ,方程 (1.2.1) 过 (0，z，w) 的 次 特征 线 为 


x= ps + Tis Y = q8 F Yos (1. 2.4) 


其 中 p. a 为 常数 ,满足 P+ — 1. 4, 9) 在 满足 此 限制 条 件 
下 任意 变动 时 ,所 有 这 些 次 特征 线 布 满 了 过 (0， xz。，yo) 点 的 特征 
锥 面 : G— x) 4G -— y)! —U. R ult, x， y) 的 奇 性 正 与 此 一 
3X. (Ed. dE Aa, y) = 060 的 情形 ,y 轴 上 的 每 一 点 都 是 初始 条 
件 的 间断 点 ,过 > 轴 上 各 点 的 特征 锥 面 的 集合 是 整个 攀 状 区 域 x* 
芯 纪 ,也 就 是 说 ,过 上 一 0 平面 上 间断 点 的 所 有 次 特征 线 的 集合 充 
满 整个 横 状 区 域 . 于 是 , 按 定理 1. 1. 3 ,该 区 域 中 每 一 点 都 可 能 是 
解 的 奇 点 ,但 实际 上 解 的 奇 性 仅仅 发 生 在 该 模 状 区 域 的 表面 . 我 们 
自然 希望 了 解 其 中 的 缘由 ,并 得 到 奇 性 分 布 的 更 精确 的 信息 . 

在 物理 学 中 有 这 样 一 个 原理 , 称 为 Huygens 构图 原理 (或 称 
Huygens 构图 法 ). 这 个 原理 说 :在 波 的 传播 过 程 中 ,在 时 刻 t = t 
的 波 阵 面 是 以 t = 0 时 的 波 阵 面 上 的 点 为 源 发 出 的 波动 在 时 刻 t 
的 所 有 波 阵 面 的 包 络 . 如 果 考 虑 在 均匀 介质 中 波 的 传播 ,在 时 刻 太 
时 的 波 阵 面 就 是 以 上 一 0 时 的 波 阵 面 上 的 各 点 为 心 , 以 上 为 半径 的 
诸 球面 的 包 络 . 如 果 这 个 波动 过 程 可 以 用 一 个 偏 微分 方程 (一 般 来 
说 是 双 曲 型 方程 ) 来 描述 , 则 波 阵 面 一 般 表 现 为 承载 这 个 方程 解 的 
奇 性 的 曲面 . 但 是 ,对 照 定理 1. 1. 3, 解 的 奇 性 有 可 能 出 现在 所 有 
这 些 球面 的 内 部 . 也 就 是 说 , 解 的 奇 性 有 可 能 充满 以 上 = 0 时 的 波 
阵 面 为 中 心 面 ,厚度 为 1 的 整整 一 屋 . 那么 ,为 什么 实际 上 在 时 刻 
解 的 奇 性 只 出 现在 包 络 面 上 呢 ? 此 外 ,在 上 述 构图 法 中 ,我 们 将 得 
到 两 个 “平行 ”的 曲面 ,而 实际 上 其 中 只 有 一 个 是 解 在 时 刻 n 的 波 
阵 面 ,而 另 一 个 则 是 对 应 于 时 刻 一 的 ,这 又 如 何 解 释 呢 ? 

数学 家 们 对 这 些 问 题 进 行 了 长 期 的 探讨 . 在 从 波动 方程 研究 
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开始 的 一 百 余年 中 ,人 们 结合 对 波 的 传播 ,反射 、 绕 射 等 物理 过 程 
的 研究 与 相应 的 偏 微 分 方程 求解 的 研究 中 获得 了 许多 进展 .其 中 
特别 是 J. Hadamard, T. G. Petrovsky, L. Garding 等 学 者 的 研究 
工作 . 他 们 的 一 系列 研究 工作 太太 增加 了 人 们 对 描述 波动 过 程 的 
偏 微分 方程 性 质 的 了 解 , 包 括 解 的 构造 与 它 的 奇 性 分 布 (对 此 读者 
可 以 参阅 文献 170] 的 历史 评述 ), 下面 特 别 介绍 P. D. Lax" 85 T. 
作 中 蕴含 的 思想 ,因为 这 一 思想 在 奇 性 分 析 的 经 典 理论 过 渡 到 近 
代理 论 中 起 了 重要 的 作 表 ， 
在 t,x) 空间 中 给 定 一 个 偏 微分 方程 的 初 值 问 题 : 
Pu= »jaG.zx)QEue9*)4 =0, 1.2.5) 
lim 


u(0, xr) = $Q). (1.2. 6) 


在 研究 问题 (1. 2. 5) 和 (1. 2. 6) 的 解 的 奇 性 传播 时 ,P.D. Lax 考虑 
到 奇 性 传播 实质 上 就 是 波 的 传播 过 程 的 描述 ,他 暂时 不 讨论 单个 
波 阵 曾 的 传播 ,而 讨论 高 频 波 的 传播 . 设 初 值 wz) 具 有 高 频 振 动 
的 形式 cpr), 或 更 一 般 地 ,$Cx) 具 有 带 大 参数 的 形式 ，; 


$c) ~o g, + f 十 zT (1. 2.7) 


t 


出 可 考虑 形式 为 ult, r) = e^ D». mr, & 的 解 , 其 中 ut， x, 
人 也 具有 关于 负 血 指数 的 淅 近 展 开 式 ,也 就 是 说 


ae v, 4. een (1.2. 82 


偏 微分 算 主 P 可 以 记 为 
P = Pa + Po, fee, 


HHP, 为 了 阶 微分 算 子 ,其 象征 为 pir, EKERI. 2.7) 的 
u 代入 方程 Pu 一 0 后 ,所 得 各 项 按 的 震 次 排列 ,可 得 


B», to brs bub" + | SPP, T, L, Lr) Vo 


$1.2 向 现代 理论 过 小 13 


十 P» iG. X. bis l, vo + pmlt, T. lis Lv, e , 十 Poe 
(1. 2. 9) 


其 中 po 表示 多 项 式 Pals T: Šos TR Ea) A gj 的 导数 . 令 各 同 次 
ARASH SE SMG, r) 应 当 满 足 


Put, Xs L, 1, 一 0， (1. 2. 10) 
它 称 为 光 程 方程 . 相应 地 ， viU. Xs 全 应 当 满足 


DPE Ces x, bey L8, vo tt Paci Gs x bss Ls)ve = 0, 


4*9 


( ST ple, T. ds 1.28. $ Pm- itt, X. Ley 1)]v. 


pO 


+ Fi, oer Vii) = 0, (1l. 2. 1D 


它们 称 为 输 运 方程 ,其 中 Fi ERAIK CORRO ERE vi 1077 
程 中 所 出 现 的 Vos *** y Ukel 都 是 由 前 面 的 方程 已 决定 了 的 .2t， x) 
Sut, z) 的 初始 条 件 可 以 由 (1.2. 7) 定 出 + 它们 是 


ECO, D = Elx), WCO, r) = plr) (E — 1, yn, 2. 
(1. 2. 12) 


通过 求解 (1. 2. 1000 C1. 2. 11) 的 Cauchy 问题 ,就 可 以 相继 得 到 
uG, DHE. 如 果 暂 不 考虑 渐 近 级 数 中 “ 渐 近 性 ”的 特定 意义 ,就 
已 经 得 到 了 问题 (1. 2. 5) 和 (1. 2. 6) 的 具有 高 频 振动 的 解 . 

现在 对 所 得 到 的 解 作 进一步 的 讨论 , 当 得 到 了 方程 (1. 2. 10) 
的 解 LG. z) 以 后 ,对 每 个 常数 c, 1G, 2) = c 就 是 方程 (1. 2. 5) 的 
特征 曲面 , 它 在 初始 平面 上 的 截 值 为 kz) = c. 注意 到 在 方程 
(1.2.11) m, 8 & + 1 PHBE 的 一 阶 偏 微 分 方程 ， 其 中 
Uo, ttt, vic 被 视 为 已 知 的 ,而 作用 于 Ui BY — Er jk 4} ETT RS — A 
的 , 它 的 方向 为 
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iP pm | 3 Pa| 

35," ' 38,| 

AR iT SRF P. AREER RS 75 T8] — 9 APPA C1. 2. 11D 

实际 工 是 沿 着 算 子 尸 的 次 特征 线 求 微分 的 微分 方程 ,从 而 可 以 通 

过 沿 特征 线 积分 的 方法 将 它们 逐个 地 解 出 . 而 且 , 若 初始 条 件 

%(z) 的 支 集 在 点 @ 的 某 个 邻 域 中 , 则 所 有 ae, xz) 的 支 集 也 落 看 

if Q GA TRUE Y 的 某 个 邻 域 中 .这 一 卓 实 说 明了 上 面 所 考虑 

的 高 频 振 动 沿 次 特征 线 7 传播 . 它 与 前 节 中 所 得 到 的 关于 奇 性 沿 
次 特征 线 传播 的 结论 是 一 致 的 ， 

这 里 需 强调 指出 的 是 :方程 (1. 2. 5) 的 和 解 在 Q 点 的 扰动 并 非 
沿 过 QQ 点 的 一 切 次 特征 线 传播 ,扰动 传播 的 次 特征 线 7》 与 ,i,， 
Us LE: = 0 时 的 取 值 有 关 , 这 里 QL ns 二) 在 上 = 0 时 的 值 
即 Chas vs ge) M Aleo 由 等 式 (1.2.10) 决 定 .注意 到 (1. 2. 10) 
TG. das te Le ) 的 nn 次 齐 次 代数 方程 , 它 有 个 根 . 特别 是 ,在 
方程 (1. 2. 5) 关 于 :二 0 是 双 曲 型 的 情形 ,这 个 根 都 是 实 根 , 于 是 
相应 地 可 以 得 到 过 QQ 点 的 条 次 特征 线 . 初始 条 件 中 的 高 频 振动 
将 只 沿 着 这 条 特征 线 往 上 > 0 区 域 中 传播 . 

上 面 的 讨论 说 明 两 个 卓 实 ;- 一 是 偏 微分 方程 解 的 高 频 振 动 的 
传播 与 育 性 传播 一 祥 , 是 沿 着 次 特征 线 传播 的 ;二 是 高 频 振动 的 传 
播 路 径 不 仅 与 该 振动 所 处 的 位 置 有 关 ,而 且 与 它 的 振动 方向 有 关 ， 
这 就 给 了 我 们 这 样 的 启发 :函数 的 奇 性 应 该 利用 点 的 位 置 与 方向 
两 个 要 素 联 合 起 来 刻画 , 奇 性 传播 的 途径 与 这 两 个 要 素 有 关 , 这 正 
是 近代 偏 微分 方程 的 奇 性 分 析 理 论 中 的 一 个 重要 的 思想 . 事实 上 ， 
利用 这 两 个 要 素 所 刻画 的 奇 性 中 将 包含 有 更 多 的 信息 ,本 节 之 初 
所 提出 的 问题 也 可 以 得 到 确切 的 回答 . 在 第 2 章 中 将 进行 详细 地 
说 明 , 如 何 用 点 的 位 置 与 方向 这 两 个 要 素来 刻画 函数 的 奇 性 ,以 及 
这 两 个 要 素 如 何 决 定 了 偏 微分 方程 解 的 奇 性 的 传播 . 


(1.2.13) 


第 2 章 


线性 方程 的 奇 性 分 析 
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如 上 一 章 末 所 指出 的 , 若 用 位 置 与 方向 两 个 要 素来 刻画 偏 微 
分 方程 解 的 奇 性 ,有 可 能 获得 对 奇 性 及 其 分 布 规律 的 更 精确 的 描 
E. 现在 先 用 这 一 观点 来 考察 一 般 的 函数 ,建立 一 些 关于 函数 奇 性 
的 一 般 性 的 结论 , 在 本 书 中 所 讨论 的 一 般 的 联 数 是 指 Schwartz 分 
布 意义 下 的 广义 函数 . 在 偏 微分 方程 理论 的 研究 中 ,有 时 人 们 也 用 
到 其 他 意义 下 的 广义 函数 ,例如 Sato (LEE PR C Columbo 意义 下 
的 广义 函数 等 ,但 由 于 它们 尚 不 及 Schwartz 分 布 那样 被 人 们 所 普 
交接 受 与 广泛 应 用 , 故 在 本 书 中 暂 不 涉及 ， 

函数 的 奇 性 或 正则 性 是 一 种 局 部 性 质 , 为 考察 函数 在 某 一 区 
域 中 的 正则 性 ,可 以 分 别 考察 它 在 各 点 的 邻 域 中 的 正则 性 . 如 果 一 
个 函数 u 在 某 点 是 无 穿 次 可 微 的 ,我 们 就 称 它 为 C 光 滑 的 ,否则 ， 
称 它 按 C" 的 意义 有 夺 性 ,或 简称 有 奇 性 ,并 称 该 点 为 zx 的 奇 点 - 函 
Re 的 所 有 奇 点 的 集合 的 闲 包 称 为 奇 支 集 , 记 为 singsupp u. 但 
是 ,同样 在 一 点 有 奇人 性 的 函数 ,其 性 质 可 以 根 差 很 远 . 如 在 81.2 
的 例子 中 ,函数 OG, y) 与 Oz) 都 在 原点 有 奇 性 .但 是 在 二 维 波 
动 方程 以 它们 为 初始 条 件 的 解 中 , xzG，z，y) 的 奇 性 沿 过 原点 的 
一 切 次 特征 线 往 : > 0 区 域 传播 ,而 uo. m. y) 的 奇 性 仅 沿 过 原 
点 而 在 zx 二 土 : 上 的 次 特征 线 上 传播 . 

怎样 把 Or, VA 9(z) 在 原点 的 奇 性 的 不 同 特点 表达 清楚 
呢 ? 一 个 很 好 的 工具 就 是 Fourier 变换 ,Fourier 变换 将 函数 的 正 
则 人 性 与 变换 后 的 象 在 无 穷 远 处 的 衰减 速度 联系 在 一 起 . 例如 ,在 
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Fourier 变换 的 理论 中 有 Paley-Winner 定理 . 它 断 定 :在 (zl ，…， 
c, Sl CP BE u(x) Fourier BH 2(6) 在 |&| 一 oo 时 是 速 
降 的 . 即 对 任意 六 ,有 常数 Cw, 使 得 12 CO | S Cet EDI R 
立 , 或 记 为 

Là (| 一 OCS ->)， 当 16| > co， (2.1.1) 
并 且 这 个 命题 的 道 命题 也 是 对 的 . FR DER AWC, 
就 可 以 找 一 个 支 集 在 该 点 充分 小 的 邻 域 中 的 CY NEGO. E 
$GOuG) 的 Fourier 变换 fu CD 满足 (2. 1. 1) 式 .反之 , 若 x 在 一 


点 不 是 C" 光 滑 的 , 则 对 任意 在 该 点 非 零 的 Cy HUC AGO du CD 
不 可 能 有 (2. 1.1? 中 所 示 的 估计 ， 

一 个 重要 的 事实 是 :(2. 1. 1) 式 提供 了 对 函数 的 奇 性 作 更 细致 
考察 的 可 能 性 ,在 (2. 1.1) 不 成 立 的 情形 下 ,总 (#) 仍 有 可 能 沿 着 某 
些 方向 速 降 . 例如 ,考察 RH Heaviside 函数 8C) h Fourier 变 
换 . 取 dr, y) AERA o GO * 4 GORIESR Er GO, s GO BE 
是 C5 PHA, MY Ox) gp, C245 Cy). 的 Fourier 变换 是 


PCO] 一 | ^ etm Goss dedy 


^ cx) 
= dm] ey Gods. (2.1.2) 


RERE, 7) ooht Fourier 变换 的 性 质 , 在 (2. 1. 2) 式 的 右 端 ， 
当 171 一 oo 时 办 (7 为 束 降 的 ,而 后 一 个 因子 | 三 。 yy coda 


可 以 用 [19 GO dz 来 控制 ,从 而 它 是 一 个 有 界 量 . 所 以 ,车 记 


e, 7) = (E 4 gi, TRETA 0, RACE +77 LCI , 
故此 时 仍 有 


F[95,9,] = OdT = OME 9573), (1.3) 
由 此 可 知 , 仅 在 r: = O RF, Ogg 的 Fourier 变换 才 不 是 速 降 的 . 如 
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5 3$ Fourier 变换 速 降 的 方向 称 为 “好 ?方向 ,反之 , 称 为 " 坏 " 方 
[a]. 则 可 以 说 ,只 要 rz Æ 0, (Tis T2) 就 是 “好 ”方向 ， 只 有 方向 
(r,s 0)〉 可 能 是 “ 坏 ” 方 向 (读者 试 自行 证 天, 方向 (1，0) 必 是 “ 坏 ” 
B. 

对 于 函数 Oz) ,情形 就 完全 不 同 了 ,只 要 4(0)250, 就 有 


F($6](5) = ($0, e'*) = (0) 40. 


因此 ,不 管 € 沿 什么 方向 趋 于 无 穷 , 900 都 不 会 速 降 . 也 就 是 说 ， 
这 时 任何 方向 都 是 “ 坏 ” 的 . 

因此 ,为 了 精确 地 描述 函数 & 在 奇 点 的 性 质 ,我 们 引入 “ 波 前 
集 ” 的 概念 , 记 为 WWF) (或 WFw). 它 是 奇 点 概念 的 深化 .在 给 出 
波 前 集 的 定义 之 前 ,在 此 先 说 明 一 下 锥 邻 域 的 概念 ,对 于 RI 空间 
中 的 集合 V, 若 EV,: 汪 > 0, 必 能 推出 奏 EV, 这 样 的 集合 立 称 
AB. MGV 为 Rt PARE, E EV, WERV AE RRR. 

SEM 2.1.1 XFER u E DM , 它 的 波 前 全 WFE 
MA 2 X RAO 中 这 样 的 子 集 : 若 Go £0 € WFGO, WA xo 的 
邻 域 w、 上 的 锥 邻 域 了 ,使 得 对 任 一 函数 A(z) € CP) 与 任意 的 
正 整 数 六 ,都 存在 常数 Cw, 使 不 等 式 


| f @|<Cwatlep-*,veev LD 

成 立 . 

分 布 的 波 前 集 与 奇 支 集 有 以 下 的 关系 : 

定理 2. 1.1 车 对 任意 的 € RANO, 6,5) € WF), Ri 
Zo singsupp u. 

WEB] 按 波 前 集 的 定义 ,对 每 个 上 可 以 找到 zo 的 邻 域 w 5 E 
的 锥 邻 域 Vs 使 得 对 一 切 Co Go BEC 加 (x) 有 (2.1.4) 成 立 . 由 于 
R 空间 中 的 单位 球面 是 紧 集 , 故 可 以 从 所 有 的 VV; 中 找 出 有 限 个 
V, f£ UV, = RAO. THEME w= (Ye; HRE z 点 不 为 零 的 函数 
$ E C7(»). MELER), fu (OERA V, 上 都 速 降 , 从 而 对 
一 切 正 整数 入 ,有 Cy 使 
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| fe (DI << Cy t+ [éI-%, VEER 


RSL. 由 Paley- Winner 定理 知 fu € Co (9) 4H $6r Æ 0 Mu FE 
Xo m C^ fh. 口 

定理 2.1.2 U H, wa.) | r HRE BEY, WGA 

il WF (u) = singsupp u. (2.1.5) 

证 明 A x Esingsupp «Ul YE xo HBR co Pu 29 C7. Bt 
$CG) € Cz (o), 3 u 1E — 9) mE RE, Mit t — 9] £, Cro, &) € 
WF(u) XTRA x, € WF uw). 

RZ ;车 To € IT WF{u) , 则 对 一 切 Ê, (Xo £) € WFta). 从 
而 由 定理 2.1.14 x, € singsupp x. [7] 

这 两 个 定理 请 楚 地 说 明 , 波 前 集 是 在 奇 支 集 处 对 分 布 的 性 质 
更 网 救 的 刻画 . 

一 些 篇 单 画 数 的 波 前 集 可 以 根据 定义 由 直接 计算 得 到 . 例如 ， 
而 本 节 开 始 的 计算 可 知 ,在 RO 

WF = (C0, 0, €, 23 V (CC, D ER}, 


At —2652 M 280] aR. A A is BE SRS Bl Be Bg 4. 9n 
如 , 若 xz 为 定义 于 同一 开 集 上 揭 分 布 , 则 WE Qa + v) CWF GO 


UWF). 但 对 于 乘积 的 分 布 ,情形 就 不 那么 篇 单 了 . 这 时 有 如 下 
定理 : 


定理 2.1.3 Bu Ag X TY OLA. a ECM , 则 
WF(au) CWF(u). (2. 1. 62 
证 明 设 Cos, &,) € WFGoO, 则 按 定 义 2.1.1 # xo 的 邻 域 w 
及 名 的 锥 邻 域 了 ,使 对 任意 的 函数 $00. €. CY (w), 有 (2.1.4) 成 


立 , MAR dau 的 Fourier 变换 . 以 下 不 妨 设 a 是 有 紧 支 集 的 ,不 然 
的 话 ,可 以 找 一 个 在 w 上 恒 等 于 1 的 CF 函数 5 ,而 以 Ca 来 代替 a. 
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由 乘积 的 Fourier 变换 公式 知 
TATUS - [4 (E — q) C fa 2 00d. (2.1.7) 


m Vi A & 的 另 一 锥 邻 域 ,并 使 V, Ë VY, 在 RNO 中 的 闭 包 含 于 
V +) XT. £ € VL 将 (2.1.7)? 写 成 


ks © = f à — (fa randy 
+Í à (E — pi fa pd 
NULL mdy. 


at Twa a A 速 降 , fa 在 V 中 速 降 , 所 以 对 任意 的 
NoSBUN — N, o n 1.8 


a+ eps |f à € — 3 & d 
z[a« i£—2D0*^a- 1y0^5[à 0 —p|-* Lfs Clay 
«c[ a 十 igi dg xc. 


而 对 于 第 二 项 ,由 于 Vi 的 闭 包含 于 V 中 ,上 是 EV, GEV, RE 
ERR C E IE — 2| 22 CCGEI + igh. 从 而 对 任意 Ni, RN 一 
max(N,,n+1),4 


a+ igp™ 


A —. 
mE (€—9) fe Ga 
之 (1 十 ebm] a IEL 十 IDa 十 17)-xdz 
< —a-1 T 
«ci a + |g) dye’, 


PRA EEE Viti, Ct IED | fe (CO | 对 一 切 Ni 有 界 ,从 而 
(zor o) € WF (au). C] 
注 利用 定理 2.1.3 的 证 明 可 以 得 到 波 前 集 的 一 个 等 价 定义 
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如 下 : 

定义 2.1.2 对 于 给 定 的 xED' G0, WF(w) 定 义 为 人 0X 
RAO PIS FEM FH: (zo, 60 € WFGO, WE zo RIR w, £ 
的 锥 邻 域 V, 以 及 满足 oc) A 0 的 Cr Co) RK $GO ,使 得 对 任 
意 的 正 整 数 ,都 存在 常数 Cr, 使 不 等 式 


| fe (DI < Cy ++I”, FEV 

成 立 . 

从 形式 上 看 ,定义 2.1. 1 要 求 不 等 式 (2. 1. 和 对 一 切 CP Co) FR 
数 g&r) 成 立 , 定 义 2.1.2 只 要 求 它 对 某 一 个 区 天 ) 成 立 . 然而 ,它们 
是 等 价 的 .显然 , 若 Gn. 60 € WFQD 按 定 义 2.1.1 成 立 , 则 它 自 
然 按 定义 2.1. 2 成 立 , RZ Gus E) € WFGO REM 2.1.2 
成 立 , 则 取 ze 的 邻 域 ,使 $Cz) 在 w 上 恒 不 为 零 . 从 而 对 任意 
$G) € Ce G0, 令 

x) 


$C) — $) € C;(o), 


Th pie = p egu. 于 是 ,根据 定理 2.1.2 KERA, ju 在 某 个 开 锥 
中 的 速 降 必 能 推出 dice 在 此 锥 中 的 速 降 , 所 以 Cn. &) € WF) 
按 定义 2.1.1 也 成 立 ， 

定理 2.1.4 WF AWENN =D, Nu vf 
乘积 有 意义 . A 

WF(uv) C OVFGO + WF (Q0) UWF) U WEF), 

(2.1. 8) 
其 中 WF(Cw) + WF(v) 表示 
(Gr, &); f= §, + [e (x, EDEWF Cu), (£, EJEWF)}, 

O. uR(G, 05). 

证 明 我 们 的 基本 想法 是 先 作 与 v 的 Fourier 变换 的 卷 
积 ,并 将 此 卷 积 的 Fourier MPR NL Hu 5 o 的 乘积 . 在 这 里 ， 
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定理 的 条 件 保证 了 上 述 卷 积 的 存在 任 . 
RIDER T E 的 令 域 中 进行 讨论 ;对 于 固定 的 x, 作 
WF Cu) 的 锥 邻 域 V, WP BER, d 


WEW+WFW@))NO,= 2 


Al. WE (ue) + WE) 也 是 一 个 不 含 原点 邻 域 的 质 锥 , 故 可 作 其 锥 
SBR Vs ,并 使 了: 为 真 锥 . 再 对 i — 1, 2, 3 作 Vi 为 了 ,的 锥 邻 域 , 考 
察 由 乘积 uv 导出 的 Fourier 变换 在 Vi UV; U Vi 外 的 速 降 注 .在 
Wik VV. Vt Ej EIFE RS HAE WF GO WE) WE (2 -W F (0) 8 
Ar SEE. HAV, +V: C Vi 成立. 


取 $ 是 在 z 点 不 等 于 零 的 CY BKC MEV, bE 
V. 外 分 别 为 速 降 的 . 对 任意 的 £4 UV! 与 给 定 的 正 整数 NN ,有 


I + JEDY + Fun) | 
= [Jat ED“ à c —p $& pan]. 
今 分 别 估计 在 区 域 
[e-a s ÉI, 7g Vs), [16—11 < <Ë, 9€ V.) 


fie — >É, 1V}, [e—a > HI, 7€ V] 


中 上 上 述 积 分 的 值 . HF 上 具有 紧 支 集 , 故 存在 N. 使 得 
| fù €- PISCA ++ IE — y, 
| & Gp| x Ca Ip5. 


设 M 为 充分 大 的 正 数 , 则 在 (16 — v1 < ll, e yj 中 ， 


fo (M| x Cw + IDC + ED, 
fù (& DI SCA [Ep Cd + [pl y™, 
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由 M 可 取得 任意 大 ,可 知 


= Jus + EDY $a (€ — p fo mdy 
速 降 . 

考察 在 区 域 {1 一 7| < Fi, o € vu] 中 的 积分 ,此 时 必 有 
£ —2€V,, Gi ,d £—£5—9- -9 CV, AV CV, PMT. 
于 是 由 与 ?分 属 两 个 分 离 的 闭 锥 的 事实 ,可 知 (£ — 21 > CCIE 
+ 171, 并 根据 fu 在 V 外 的 速 降 性 可 得 


| fe (€— pi <Cyat lE- 
« CuCl + [ELM 十 D, 
故 也 由 M 可 取得 任意 大 而 知 


=f anu QD R (一 力作 a 
ivi, sev, 


速 降 . 按 类 似 的 方法 可 证 在 区 域 


IEI 1e! 


ie 一 中 > 人 TAN (2€ V; 


中 的 积分 也 关于 ERAR. 
综合 以 上 讨论 而 知 , 当 二 & Vi UV; U Vs 时 ,对 任意 的 N, 有 


F(Puvd(€) = OCG + lED). (2. 1. 9) 


(B V5. V4. V, n f£ SEXE WF), WF GO, WFGO + WFW), 
从 而 得 (2. 1.8 3X. CI 

若 对 Re 中 的 区 域 8 施行 一 个 同 胚 变换 y — oo), 而 将 其 变 
成 R; 中 相应 的 区 域 G, 这 时 ,对 G 上 的 分 布 w 可 以 通过 诱导 中 
R EMA etu: (p'u) = uGGO. xh, g'u 的 奇 点 集 即 
JÉ u 的 奇 点 集 关于 变换 #$ 的 逆 象 .那么 y'u 的 波 前 集 是 否 也 可 由 
WF) REM? 对 此 ,有 以 下 定理 ， 
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定理 2.1.5 # 9déLmiWoxE)CT[IEIBESER UU 


WECH u) = (G, Os (GG), (9076) € WF). 
(2. 1. 10) 


证 明 考察 下 式 在 EI 一 oo 时 的 速 降 性 : 


I= few © (p'u) Cr plardx 


= jet muon dy. 
id $2 = 6h Cy) 'CGoD' FEAOG) € Ce(G), HEF 
各 的 支 集 上 为 1, 则 上 式 可 写成 
feron Eh (yb. Cy uly dy. 
利用 Fourier 变换 的 性 质 , 知 
T= 2 [fewer oo m6, ydy Kx Mdr, (2.1.11) 


Ba, OBE (GO, (GOH € WF), 则 由 波 前 集 的 定义 ， 
可 作 (GO B 4538 wo R C4) 8 ig 45 VL ddio4 y € ww 时 ,有 
CHINE EV EV, WHH SO) supp [Cw 时 ,有 


L& epi <Cva + lap. V7 EV. (2.1.12) 


D, HOWRAH AO AO 的 支 集 均 可 取得 充分 小 ,从 
而 可 有 supp $ Cw, 于 是 将 (2.1.12)? 中 改换 成 点 时 ,该 佑 计 式 仍 
成 立 . 

今 将 (2. 1. 11) 中 在 RG 上 的 积分 写成 在 Y 与 RAV 上 积分 之 
和 ,对 于 V 上 的 积分 , 作 算 子 LA 


1 =a `~ 8, (d O), &) 
oe > BGG), O12’ 


它 的 分 母 在 天 0 时 不 为 0. 现 对 任意 的 M, 取 六 一 M 十 = 十 1, 由 
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于 fu te V PRK Te V BILL Ku | Sn 十 1907. 
由 些 知 


In a S mh GDdy Ku dy 


gi 


<fa HIED + I2D*1 «x Cp [dg 


[ee wert Ce PF, Ody «| Ku (qp ido 


S CQ + ED 


Bir VASX — Wt [8| oot RE REI. 
再 考察 Ri 上 的 积分 ,由 于 


| V,CQ7€G)2,8 — Cy, P| CCE] + 120, 
从 而 可 作 算 子 L Ë 


id, (971 (0, E — Gy. >) 
1, = ee ee eer, 
í 2, | (G9 7! (2,5 — (y, mP 


由 于 hu 在 gio 时 缓 增 , 故 存在 某 个 N。, 使 


| | caos mp. 
从 而 取 N= 二 MM 十 No 十 nn 十 1, 在 |&| 一 oo2 时 ,有 


j RW 


< [+ 18 e Imoesena + mtr 


| R (dy) £x enar] 


sca ++I, 


所 以 第 二 项 在 16| 一 co 时 也 速 降 . 综合 对 此 两 项 的 分 析 ,可 知 工 速 
降 , 从 而 由 波 前 集 的 定义 知 
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(x, E) € WF 1). (2.1.13) 
上 式 说 明 : 
WEF u) C (Gr, ; Gr), CY) 8) € WFO}. 
(2. 1. 14) 


BRHF 9 CARER, WA. 1. 14? 成 反 向 的 包含 关系 也 
成 立 , 这 就 得 到 了 (2. 1.103X. E] 

定理 2.1.5 告诉 我 们 ,在 进行 自 变 量变 换 时 ,分 布 的 波 前 集 将 
按 余 切 从 上 的 坐标 变换 规律 作 相应 的 变化 ,所 以 对 于 定义 在 一 个 
微分 流 形 上 的 分 布 , 可 以 在 它 的 余 切 从 上 定义 它 的 波 前 集 . 当 微 分 
流 形 局 部 地 被 坐标 化 为 一 个 Euclid 空中 的 开 集 A 时 , 波 前 集 即 
按 相应 的 变换 规律 对 应 于 T* (0) 的 一 个 锥 子 集 . 

当 考 虑 到 拟 微分 算 子 对 分 布 的 作用 时 ,有 以 下 定理 : 

定理 2.1.6 车 4 为 拟 微 分 算 子 ,其 象征 a C SUD, uE 
& (2), Wi 


WF (Au) CWF(u), WF(u) C WF(Au) U Char(A), 
(2.1.15) 

其 中 Char ARRAT 4 的 特征 集 , 即 所 有 使 a(x, 6) — 0 的 点 
(r, ORBEA. 

定理 2.1.7 Bult, x) € CCC, B), € (020, A =al, 
DJ AE MFG. 上 的 氢 微 分 算 子 . LIR Gus tor tm, £) 
€ Wu), UG, taito &) € WFCAo. 

这 两 个 定理 的 证 明 可 参见 文献 [52], 

以 上 所 述 及 的 波 前 集 都 是 用 以 描述 在 C“ 框 架 下 分 布 的 奇 性 . 
有 时 也 需要 描述 分 布 的 有 限 阶 奇 性 , 即 对 某 个 实数 *, 分 布 z 为 本 
RR ,就 称 x dE HI 的 意义 光滑 ;反之 ,就 称 z RAH ER EHH 
性 . 这 时 相应 的 波 前 集 WF,(w) 有 如 下 定义 : 

定义 2.1.3 对 于 分 布 x € DO), CH s REME WF, GO 
可 以 按 其 余 集 来 定义 -车 T' (OF Gn, £20 € WF,QO , 则 存在 之 。 
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的 邻 域 w, & 的 锥 邻 域 了 ,使 得 对 任 一 $€ Co G0. 有 
A + JED fu € LW). (2.1.16) 


利用 波 前 集 WF ORAS Re 在 微 局 部 意义 下 的 
Sobolev 正则 性 . 当 县 仅 当 (zo， £0 EWE Cw 时 ,我 们 说 x E 
Hiep GE u € H'Gy, £). 由 拟 微 分 算 子 的 性 质 易 知 , 若 u E 
Hips AA m 阶 所 微分 算 子 , 则 Au € Here. 

显然 , 波 前 集 和 微 局 部 Sobolev 正则 性 是 同一 对 象 的 两 个 俩 
面 .此 外 还 可 以 用 另 一 种 方式 来 描写 函数 的 微 局 部 正则 性 . 对 于 给 
定 的 分 布 zx, 它 的 正则 性 函数 Sr, £0 定义 为 (参见 文献 [80]) ， 


s(x, Ê) = sup{s; u € H,(z, §)}. (2.1.17) 


AR EMER, T FERRY. MFM EN Ce, 60 SBA 
定 的 62-0, 必 存 在 zo 的 邻 域 w 与 乌 的 邻 域 V, [EXE ocr) 
ECT Co) 有 


fa (OQ ED € ric», (2. 1. 18) 


在 某 些 场合 ,用 正则 性 函数 来 描写 分 布 的 奇 性 更 为 方便 . 例 
如 ,在 第 3 章 中 讨论 非 线性 方程 解 的 奇 性 干扰 时 ,就 要 用 到 正则 性 
KH. 


$2.2 主 型 方程 的 奇 性 传播 定理 


基于 上 节 中 对 于 函数 奇 性 的 新 的 认识 ,现在 来 讨论 偏 微分 方 
程 解 的 奇 性 传播 的 特性 . 首先 当然 是 讨论 线性 方程 的 情形 ,因为 在 
这 种 情形 下 ,方程 的 特征 是 已 知 的 . 相应 的 定理 的 氢 述 与 证 明 要 简 
单 些 . 在 此 我 们 仅 限于 讨论 具有 单 特征 方程 的 情形 . 

关于 偏 微分 方程 的 解 按 波 前 集 来 描述 的 奇 性 传播 定理 ,是 微 
局 部 分 析 理 论 中 的 一 个 基本 结果 , 它 已 有 多 种 证 明 方法 . 下 面 的 证 
明 是 由 L. Nirenberg 给 出 的 ( 见 文献 [103]). 在 第 5 章 中 还 将 用 微 
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局 部 能 量 估计 方法 再 次 证 明 这 个 奇 竹 传播 定理 . 另外 的 证 明 还 可 
以 参见 文献 [78] 和 上 79] 等 . 


记 D,= la, D" = D Dy. BP = plz, D) = 2 a, X 
lel zm 


为 一 给 定 的 m 阶 偏 微分 算 子 , 它 的 主 象征 p(x, 0 = Sat 为 
lal=m 
实 值 函 数 , 则 称 


1 3 Pm a Pm 3 5, 

m BEC De” oxt. e 9a, 

WT Palas & 的 REF P ifj? Hamilton & X 35. 这 个 向 量 场 的 积 
分 曲线 为 如 下 方程 组 


| (2.2.1) 


dz; _ opm 

ds a, 

dé, 25. = 1, , n) (2. 2. 2) 
dss ax, 


的 解 , 称 为 次 特征 带 , 它 在 空间 上 的 投影 就 是 次 特征 线 (在 不 至 
于 产生 混淆 的 情形 下 , 这 两 者 都 可 简称 为 次 特征 )， 显 然 , 若 
Gro» So) FHKE Pulte, Eo) = 0, (rts), EGD 为 过 Go, £0 的 次 特 
征 带 , 则 由 于 


d _ SM 9 bed z; 9 p,dE)) 
d; GO, £G»- 2i| dx, ds + a£, xd =0, 


(2.2.3) 

BA Pelat), £G)) = 0, DERIK PED FO EK Le. 
称 满 足 p. (zr, 6) 一 0 的 点 (z, OHPSAHBT P I) ER. 
本 节 所 讨论 的 算 子 P 满足 条 件 :在 该 算 子 的 特征 集 上 Vepa, E) 天 
0, 这 样 的 算 子 称 为 主 型 重子 (也 称 为 独 义 主 型 算 子 ). 我 们 熟悉 的 
双 曲 型 算 子 便 是 主 型 算 子 的 一 个 特例 . 由 (2. 2. 2) 知 ,在 主 型 算 子 


的 次 特征 带 上 的 任 一 点 都 有 o [Sr] vno. 这 时 ,因为 算 子 尸 的 
次 特征 线 是 次 特 古 带 的 投影 ,在 次 特征 线 上 也 有 可 | SE)" x o. 
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故此 时 次 特征 线 不 可 能 退化 为 一 点 . 

由 主 型 算 子 P 所 导出 的 偏 微 分 方程 P。 = S RAER YA. 
对 此 我 们 有 如 下 定理 : 

定理 2.2.1 设 P 是 上 面 所 述 定 义 在 区 域 虽 中 的 具有 C" 系 
数 的 狭义 主 型 偏 微分 算 子 ,uw 是 方程 Pu = f 的 实 解 , f € C7 (0D, 
Ao = Gn, £) € T* (0) WE p. Gn. E) = 0, Y 是 过 有 4, 的 次 特征 
W, 则 由 A 人 WEC) 可 推 知 7 f WEGO = Ø. 

证 明 只 需 局 部 地 证 明 上 述 结 果 , 因 为 不 难 综合 局 部 的 结果 
而 导 得 定理 所 要 求 的 结论 . 以 下 的 证 明 主要 由 两 步 组 成 :第 一 步 是 
对 算 子 P 作 分 解 ,将 问题 化 成 一 阶 算 子 的 情形 ;第 二 步 对 一 阶 算 
子 证 明 本 定理 . ASC. FR EA LEA Vp Cr. £) 25 0, 不 妨 
E 2p./26, #0. 于 是 可 设 px, E) 具有 形式 


pele, D =O + Slee, Fe (2.2.4) 
由 于 p. EER E 的 多 项 式 在 Ao lros 各 ?处 有 单 根 ,所 以 
Pula, €) 一 (一 Ar 后))g Cr, ©, (2.2.5) 


HP AG. &) 是 名 的 齐 一 次 函数 , quus. HE MR m — 1 
KRR, H ga- lto &) 关 0. 以 下 将 证 明 (2. 2.5) 有 算 子 P 的 因 
X S. 


P = (OL — alz, Dy) +R, (2.2. 6) 


其 中 R 是 一 个 象征 的 渐 近 展 开 为 零 的 氢 微 分 算 子 , o 与 Q 分 别 为 
一 阶 与 m 一 1 BRT. ol, De) 的 主 象征 为 A(z, £O, QU D, 
的 多 项 式 . 


为 证 明 (2. 2. 60 ,我 们 将 o 与 妨 的 象征 写成 
qlz, E. £) ~ Qm- + Gm- + wees 
ar, E) ~ Alz, €) Fay o |， 十- 
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其 中 gj; 是 的 ;次 齐 次 销 数 ,上 是 是 & 的 多 项 式 ,而 o, 蚌 如 的 j 次 
齐 次 函数 . 为 决定 这 些 象征 ,我 们 写 出 (2. 2. 6) 中 诸 项 的 象征 展开 
式 , 并 比较 等 式 中 的 各 齐 次 项 . 对 于 m 一 1 次 项 ,有 


2—| 
— €. 1 + Daam- — D8: ADs gn 1 + Ey — qu 
7-1 


= p.a (2. 2. 7) 
4 €, = A(x, e», Be. #0, BA 


1 a—l 
To = rae B 29D. a, = Bei |, ne e? 
(2.2.8) 


HERA CZ. 2. DR, WHE, 一 4 因子 ,可 以 定 出 qu. 继续 比较 
殉 一 2 次 的 项 ,可 以 得 o-, 与 g--:， 如 此 继续 下 去 , 即 可 以 得 到 
olz, £) 与 g(x, €) 的 渐 近 展开 . 由 此 易 得 这 些 渐 近 展开 的 和 以 
及 相应 的 拟 微分 算 子 c 和 Q. 

利用 算 子 P 的 因子 分 解 (2. 2. 6) 式 可 以 把 满足 Pu € Ce 的 函 
数 的 奇 性 传播 问题 化 成 满足 D. — olz, Di))v € C^ 的 函数 
”的 奇 性 传播 问题 来 处 理 . 事实 上 ,由 WF(Qu) C WF) 
与 A, € WF(u) 知 A, € WFCQu). 由 (2.2.6) gl 


(Ds — olx, Dz))Qu = Pu — Ru € C°. (2.2.9) 


EG A ain, 8) 2 0, lE E — AC, &) = ORT, fh) H, 
与 He -成 正比 ,这 表明 加 (z, 6) 与 名 一 MGzye) 的 次 特征 是 一 至 
的 ,所 以 , 若 能 证 明定 理 对 一 阶 算 子 成 立 , 即 WFQ) SF 
D,, — ec, De) 的 次 特征 Y 不 相遇 ,就 可 立即 推出 WF GO N Y 
= Swe. 

于 是 ,问题 化 成 对 一 阶 算 子 证 明 本 定理 . 以 下 的 作法 是 构造 一 
个 零 阶 拟 微分 算 子 B, 它 的 主 象征 B(x, 4) 沿 着 7 不 等 于 零 ,是 
Bu € C7. 注意 到 
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PBu = BPu + [P, Bu, (2. 2. 10) 


而 Pu € Co. 故 若 能 设法 选取 BRIE Or, — Sosa, E. 


使 交换 子 LP，B] 的 象征 为 零 , 则 由 LP， Blu 与 Pu 为 C=， 就 可 导 
臻 PBu € C". 
使 LP, B] 的 象征 为 零 的 要 求 就 导致 


1 
j Fb = 0, 


1 1 1 a LJ a a 
iH act 3 Hb + 2 ay t5 + Dibo — 3ib, * Dipi) 


= 0， 
EM (2.2.11) 


由 于 五, 的 方向 与 平面 x. = const. BER. MAE x, = cs 上 给 定 
b., G 220) 的 初 值 ,(2. 2. 1 D PRA Be HT ERR. 我 们 将 选 定 这 
些 初 值 ,使 得 当 x, 充分 接近 于 rot, Bu € C^". 如 果 做 到 了 
这 一 点 , 则 利用 双 曲 型 方程 的 特性 可 知 Bu EAN (x, > 0} 区 域 
YC RR. 再 注意 到 B R3 E RETE Y LARS MAIN 
WFlu) = Ø, 这 就 是 所 需 证 明 的 . 

剩 下 的 工作 是 选取 4-, 的 初 值 ,使 Bu 在 初始 时 刻 附近 为 C™. 
这 时 利用 定理 的 条 件 Cto £0 € WF GO. 这 条 件 等 价 于 存在 (x。， 
FH 43, e fo WF) = e. 于 是 ,可 以 选取 一 个 零 阶 氢 微 
DAF A. 使 得 4 的 象征 a(x, £0 的 支 集 在 w H,HE, EDH 
更 小 邻 域 mw € e rf ST 1. 于 是 由 定理 2. 1.6 知 Au € C^. 接 
着 ,可 选取 AL. 使 它 为 一 次 齐 次 函数 , 且 其 支 集 含 于 使 eCz，6) = 
1 的 区 域 中 ,又 bole, E) TE Cro» ED 的 更 小 的 邻 域 中 等 于 1. 对 于 
b.,G 2 D. 取 其 初 值 为 零 . 易 见 ,在 这 样 的 初 值 选取 下 ,在 二 充分 
地 接近 zw 时 , BO— AD 的 象征 为 零 , 从 而 有 


Bu = BU — Adu + BAu € &. 
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于 是 定理 得 证 . 咒 

这 个 定理 说 明 , 若 A 为 解 x 的 正则 点 , 则 过 A 的 整个 次 特征 
上 的 所 有 点 都 是 正则 的 . 它 也 可 概括 为 : 主 型 方程 的 解 的 微 局 部 正 
则 性 沿 次 特征 传播 ,或 解 的 奇 性 沿 着 次 特征 带 传播 

SSR 意义 下 的 奇 性 传播 时 ,我 们 用 一 阶 双 曲 型 算 子 
Cauchy 问题 的 H 正则 性 定理 代替 它 的 C* 正 则 性 定理 来 证 明 相 
应 的 结果 . 由 于 一 阶 双 曲 型 算 子 在 空间 H 中 有 能 量 不 等 式 成 立 ， 
所 以 用 相仿 的 方法 可 以 证 得 如 下 定理 : i 

定理 2.2.2 db P RU E BOR RE MR ORY ED 
偏 微分 算 子 , u 是 方程 Pu = f HKR, S € He), A = 
Gy, Eo) € T" (D 满足 p. (rs, Eo) = 0 , Y 是 过 As 的 次 特征 带 ， 
则 由 A, € WF, u) 可 推 知 7 N WF, G) = Ø. 

注 在 (z, OF MPI JEE) HHE, 0.6, 
es 8) HA MR, SHARE KP AP RSET. 
本 节 中 所 述 奇 性 传播 定理 还 可 以 推广 到 广义 主 型 算 子 的 情形 . 但 
在 其 证 明 中 要 利用 Fourier 积分 算 子 将 所 考虑 的 微分 算 子 进行 简 
化 , 故 在 此 从 略 , 有 兴趣 的 读者 可 参见 文献 [78]J 和 [108j 等 . 

对 于 偏 微分 方程 的 Cauchy 问题 ,也 可 以 证 明 初始 条 件 的 奇 
性 沿 着 次 特征 传播 的 结论 . 由 于 主 型 算 子 可 以 利用 定理 2.2.1 中 
所 述 的 方法 进行 分 解 ,故我 们 先 考 察 一 阶 偏 微 分 方程 的 Cauchy 
问题 : 


(OD, — olz, De Du= f, 
(2. 2. 12) 


ulr, 0) = ur), 


其 中 xz = a, z), o CoRR c. 的 拟 微 分 算 子 , 它 的 一 阶 主 
象征 Ac, 6 为 实 函数 .有 如 下 定理 ， 

定理 2.2.3 W G4, £0 E WFC), f € C™([0, se) x 
RI), NEY HRW E, — Alr, EOD 的 通过 (x, 0, £5, A(x), 0, 
如)) 的 零 次 特征 , 则 
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YOWFQ) =Ø, RO x, (2.2.13) 
YG) (Y WF.) =O, BOASKE (2. 2. 14) 


证 明 先 对 定理 的 结果 作 些 说 明 :(2. 2.13949 (2.2.14) 都 
表示 在 7 上 函数 无 奇 性 , 但 在 两 个 式 子 中 , 波 前 集 的 概念 略 有 
不 同 ,在 (2. 2. 332'P u REJEA, x.) 的 函数 出 现 的 , 它 的 波 
前 集 是 Rt X REPT. E C2. 2. 14) 中 xz 是 之 的 函数 ,并 以 r， 
为 参数 , 它 的 波 前 集 是 R XR 中 的 子 集 ,并 随 参 数 x 而 变 


定理 .公堂 的 证 明 与 定理 2. 2. 1 证 明 的 后 半 部 分 十 分 相似 . 
故 以 下 只 作 简 述 . 利用 (2. 2.11) 可 以 作 算 子 B, De) ,使 它 的 象 
fE 3 RARE Y 的 邻 域 中 , 且 在 7 上 不 为 零 . 此 外 ,还 使 LD, 一 
alz, Dy), Bj 的 象征 为 零 ,而 且 B, 0, De dup € C™, 将 B 作 
用 于 方程 (2. 2. 12) 的 两 端 ,可 得 


Ds: E a(x, Dp) )Bu = f+ CD: EX a(z, Dy), Blu, 


TR AMAA Bel BARA Bu € C. 

对 于 L0、，e) 中 的 任 一 :, 作 为 Re I 中 的 拟 微分 算 子 B's s, 
Ds ) 的 象征 在 7Y(s) 上 不 为 零 , 故 由 波 前 集 的 性 质 知 Cs) 
€ WF], =) ,这 就 是 (2.2.14). 

为 下 满足 (2.2. 13), 在 此 作 算 子 BMWA AG sos 
De) CE CHRT zx,; 于 是 由 定理 2.1.7 可 知 ,对 0 二 s < 之 &， 
有 

Y Nf WFC(ABu) = Ø. (2.2.15) 
但 ABu = u + Ru, 其 中 Ru KF r 5j x, 均 为 C0” 函数 ,所 以 x 也 
满足 (2. 2, 13). 口 


利用 定理 2. 2. 1 中 所 述 的 算 子 因 式 分 解 的 方法 ,可 以 由 定理 
2. 2. 3 推 得 高 阶 方程 的 Cauchy 问题 的 奇 性 传播 定理 , 以 下 就 双 册 
型 方程 的 情形 给 出 定理 的 形式 . 

定理 2.2.4 设 忆 为 m 阶 双 曲 型 微分 算 子 , 它 的 主 象征 
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PAET DEK &. HLERA m 个 单 实 根 AG. &), ary Am {x + 
&). u Xj Cauchy [n] £i 


oe 


ae |a <0 = ug (xr) (R=1, +, m) 


(2. 2.16) 


的 解 . X Ceb, &) € WEC), f € C^([0, ©) X RTD, AH 
Cros 0, Sy 加) 出 发 的 对 应 于 实 根 4 的 零 次 特征 ,其 中 a, = 
AC, 0, £0, MR im d. n, 以 入 代替 7 时 (2. 2. 13) ft 
(2. 2. 14》 仍 成 立 . 

作为 上 述 定 理 的 应 用 ,现在 来 回答 第 1 章 中 提出 的 问题 ;对 于 
二 维 波动 方程 的 Cauchy 问题 (1. 2. 1), 若 Gc. DAH el, y), 
则 WF» = (0, 0; Eos T), HPCE, ) 为 任意 方向 .不 妨 设 (&。， 
DEERE. BD & + y= 1, WEG. rz. yst, 5,70 = (00,0, 0, 
1, o 70 的 次 特征 为 


x= Êt, y = Rt, T= l, Ê= s 7=%, 
EEG, x, ?3)? 空 间 中 的 投影 为 
z=& y= t, BPE + Y=], (2. 2.17) 


于 是 , 初 值 在 原点 的 奇 性 就 将 沿 着 过 原点 的 一 切 射 线 (2. 2. 17) 往 
t> 0 区 域 中 传播 , 故 解 x 的 奇 性 集 就 是 过 原点 的 特征 锥 面 . 可 是 ， 
34 Gr. 3) BUR ODN, WF) = €, y; €, 0), 其 中 可 以 取 为 
任意 实数 (实际 上 由 齐 次 性 知 , 它 取 士 1 BERE TO. 这 时 ,按照 定理 
2. 2. 4 Xl. FAURE WF (40. 中 的 点 为 出 发 点 的 次 特征 在 
G, z, y) 空间 中 的 投影 为 {z =t, 一 0o 之 y « 0o), ARH 
成 平面 x = t. 这 些 次 特征 线 并 不 进入 棉 状 区 域 一 : 二 x 一 :的 
内 部 ,所 以 ult, xz，y) 在 该 区 域 的 内 部 也 不 应 该 有 奇 性 . 可 见 ,在 
第 1 章 中 所 见 到 的 现象 与 一 般 奇 性 传播 定理 所 推 得 的 结论 完全 - - 
致 . 

再 来 看 Huygens 构图 原理 ,我 们 取 § 1. 1 末 的 例子 进行 讨论 
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设 曲面 Gu, Les X.) =t 是 时 刻 t 波 阵 面 所 到 达 的 位 置 ,其 中 
dG s Tzs z) WEA. 1. 28). 今 用 波 前 集 的 传播 来 描述 这 个 传播 
过 程 , 我 们 知道 ,3 维 波 动 方程 ze 一 za — uu, 一 wzz, 二 0 的 次 特 
征 带 方程 是 


dz dr ——— 
pce ce ŝa; 
dr de — 
di ve ug 9 


将 上 与 * 取 成 一 致 , 它 的 积分 是 
Xi = Pies + Zos € = pi @=1, 2,3). (2.2.18) 

MESH 1 章 的 (1. 1. 31) 相 一 致 .因此 ,第 1 章 中 所 说 的 曲面 
VG. Loy x) = tB t 的 增加 而 移动 , 正 是 奇 性 沿 着 次 特征 带 传 
播 的 过 程 (在 = 空间 中 所 看 到 的 是 这 个 传播 过 程 的 投影 ). 

在 Huygens 构图 法 中 ,要 求 由 曲面 Cni. cs x0 一 上 上 每 一 
点 为 球 心 作 一 个 半径 为 的 球 ,再 取 这 些 球面 的 包 络 , 面 以 包 络 面 
作为 + 十 # 时 刻 的 波 阵 画 . 上 述 球 面 族 的 方程 为 


Oar, (2. 2. 19) 


其 中 (zi，zz，z3) 满 足 pz Zas xi) =t. 如 将 zi 和 视 为 参数 ， 
并 将 (2. 2. 19) 对 参数 求 导 ,可 得 


(OG 2) + OG — x) 22 =0, 
1 


t oup we) 25 0. 
£z 


而 由 方程 p(x Loy T3) = t 得 


因此 有 
X, I x) : Pa, = CX, oa Zz) 3 Px, 
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= (X, 一 2a) : $x, 
=k. 


将 它 代入 (2. 2. 19) 得 到 DA — Oy BEER OE 


(1.1.28) BMA = £. 3X HE, 在 包 络 面 上 的 点 (Xi, Xo X0 应 当 
满足 
X, — on F Pant Xm but. Ks = + ur. 
(2. 2. 20) 


易 见 ,车 不 计 记 号 的 差别 , (2. 2. 20) 与 (2. 2. 18) 是 一 致 的 , 它 正 是 
次 特征 带 的 方程 在 底 空 间 上 的 投影 ,所 以 Huygens 构图 法 也 可 用 
一 般 的 奇 性 传播 定理 推出 . 也 就 是 说 ,我 们 已 用 本 节 中 得 到 的 奇 性 
传播 定理 证 实 了 Huygens 构图 法 的 合理 性 . 而 且 由 .上 面 的 分 析 可 
知 , 由 于 波 前 集中 所 含 的 方向 要 素 决 定 了 次 特征 的 方向 , 奇 性 只 沿 
着 次 特征 传播 ,不 会 扩散 到 球 而 族 (2. 2. 19) 的 所 有 点 上 . 此 外 ,由 
(2. 2. 20) 15, RT o> OMe — e Se =—c PWM RAK 
(2. 2. 190 AR ARATE. EE HE] RE UE RI TEE ce tc 与 上 一 
的 位 置 . 


82.3 奇 性 在 边界 上 的 反射 


在 上 一 节 中 ,讨论 的 是 偏 微分 方程 的 解 在 其 存在 区 域内 部 的 
奇 性 传播 定理 . 如 果 在 一 个 有 边界 的 区 域 中 考察 偏 微 分 方程 的 解 ， 
当 载 有 解 的 奇 性 的 次 特征 线 遇 上 上 了 区 域 的 边界 ,在 边界 附近 奇 性 
分 布 的 情形 将 是 如 何 呢 ? 这 样 的 问题 称 为 奇 性 反射 问题 . 这 时 ,在 
边界 附近 解 的 奇 性 分 布 自然 与 所 考察 的 偏 微分 方程 的 边界 条 件 的 
给 定 方式 有 关 , 同 时 与 载 有 奇 性 的 次 特征 线 和 边界 的 相交 方式 也 
AR 本 书 中 主要 考察 次 特征 线 与 边界 模 截 相交 的 情形 . 

在 此 局 限 在 区 域 边界 的 附近 来 讨论 偏 微分 方程 的 解 . 车 边界 
是 C 光滑 的 , 则 可 以 遇 过 一 个 C“ 的 同 胚 变换 面 将 它 展 平 . 由 于 所 
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考察 的 候 微 分 方程 在 北 同 肛 变 换 下 不 改变 类 型 ,方程 的 特征 与 次 
特征 ,函数 的 波 前 集 前 按 同 胚 变 换 所 诱导 的 法 则 相互 对 应 , 故 不 妨 
假设 边界 已 经 展 平 ,并 记 为 x. = 0, 所 考察 的 区 域 为 x, > 0. 
以 下 对 一 阶 偏 微分 方程 组 讨论 奇 竹 反射 问题 . 因为 一 般 的 高 
阶 方程 可 以 通过 Calderon 变换 化 到 一 阶 方程 组 的 情形 ,所 以 本 节 
中 的 结果 不 难 推出 高 阶 方程 的 相应 结果 . 现在 先 讨 论 一 阶 双 曲 型 
方程 组 的 情形 : 
(D, — AG, D, NU =F, (2.3.1) 


RB = Gn. c. Lands A HOC’ HAR RF zx。 BN XN 的 拟 微 
分 算 子 矩阵 , 它 的 一 阶 主 象征 alr, E) RAKEI Ars tts Aye 
它们 两 两 不 同 ,UV 和 下 为 NN 维 向 量 , 自 下 为 所 考察 区 域 中 的 C 
PAR. 在 边界 x, = 0 E, U 满足 边界 条 件 

B(x’, DU =A, (2. 3. 2) 


其 中 BASHA X NAT, he ECO RH. 为 
了 得 到 合理 的 奇 性 反射 的 结论 ,* 的 值 与 诸 特 征 值 4, 的 符号 有 密 
切 的 关系 ,在 下 面 的 奇 往 反 射 定理 2. 3.1 中 可 看 到 这 一 事实 . 

为 讨论 问题 (2. 3. 1) 和 (2. 3. 20 B EU. 在 边界 x, = 0 附近 的 
奇 性 ,我 们 将 方程 组 (2. 3.1) 化 成 几乎 对 角 的 形状 ,这 样 就 可 应 用 
关于 单个 方程 Cauchy 问题 的 结果 . 为 此 , 先 证 明 几 个 引 理 . 

5| 理 2.3.1 BES FARHAN, x N, 5 N, X N,5BpR.F 
FRIES E 的 特征 值 互 相 分 离 , 则 按 q(T) = TF 一 ET 所 定义 
的 8 为 单 映射 与 满 映 射 ， 

证 明 为 证 引 理 的 结论 ,只 需 说 明 gT) = TF 一 ET HMR 
射 , 即 说 明 由 TF = ET 能 推出 7T — 0. 今 若 E 已 具有 形式 
diag (五 | =, E), HPP E, O8 », Et Jordan Ek 
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又 记 了 的 各 行为 Ti，…， T. FRA 


wt 


所 以 TF = AT), 但 为 不 是 下 的 特征 值 , 故 T, = 0. 接着 可 用 同 
样 的 方法 得 知 T, = e = T, = 0. 进而 又 可 知 了 的 所 有 各 行 均 为 
零 , 从 而 T= 二 0. 

对 于 一 般 的 矩阵 E. WEE L 418 E— LEL 具有 Jordan 
HE. 由 于 TF = LOE LT, RLTOF = E CLT), 根据 前 面 
的 证 明 而 知 工 7 — 0,; 从 而 T = 0. 口 

引 理 2. 3.2 设 有 拟 微 分 方程 组 


D,V = GV + HV, (2. 3.3) 


Rt G= diag (E, F) 具有 关于 名 为 齐 一 次 的 象征 , 互 与 已 分 别 为 
NX 和 Ni 与 NX NBI BT e ,其 象征 的 特征 值 互 不 相同 ， 
H 为 零 阶 拟 微分 算 子 矩阵 , 则 可 以 找到 一 个 变换 厂 = SV, 使 得 
W 满足 

D. W = GW + aW + RW, (2. 3. 4) 


其 中 a 二 diag(a, a) 282 BEL MCAY RTE. iT R die — cor LOK 
DH TE. 


证 明 设 W I+ KV, RAK, H-1 阶 拟 微分 算 子 矩 
阵 , 则 


D,W® = (+KIGV+U+ KOHV + D, KV 


I 


d EKG HDU 4+ KD WY 4. 
= GW™ + (K,G — GK, + HOW 4 o, 
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其 中 “…” 表 示 一 1 阶 拟 微 分 算 子 作用 于 Ww. 
我 们 希望 选取 A., A 与 K, 使 得 


K,G — GK, + H = diag(A,, Aj) (2. 3. 5) 


" A, Ay, " 4 0 Kn 
能 够 成 立 . 记 五 = D ie IK, BAADER | g A je 


和 矩阵, 取 A, = Hy, A, = Ha. 由 于 E, F 的 特征 值 各 不 相同 ,所 
以 根据 引 理 2. 3. 1 可 找到 和 矩阵 Ko. Kus fe 


KF — EK, =— Ais KaE — FK, =— Hs (2. 3. 6) 
TR WORE 

D, W'? = GW'" + diagCA,, A;)W*? + BW, (2.3.7) 
其 中 Bg —1 阶 拟 微分 算 子 矩阵 . 


ES wm = + Kw, 其 中 K; 为 一 2 Bra oor SET 5B 
阵 , 则 有 


D, W:? = GW® + diagCA,, AW? 
+ (GGG — GK, + BW? + ~ 


其 中 RR 2 阶 拟 微分 算 子 作用 于 W 9.55 EE AEF. 
可 以 适当 地 选取 BAK, ARG 


D, W'? = GW® + diag(A,, ADW? 
+ diag(B,, B,)JW'? + ve, 
如 此 继续 下 去 , 余 项 中 的 执 微分 算 子 的 阶 数 就 越 来 越 低 . 再 利用 由 
象征 的 渐 近 展开 构造 拟 微分 算 子 的 方法 ,可 以 作 无 穷 乘积 ; 
1+K~][G+Kp. 


4 W = QA + KV, 982.3.4.0 
引 理 2. 3.3 若 在 方程 组 
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(OD, — A(z, DDU = F 


H, AAC HRM r. 的 入 X N BHL OCA PCTR E CHIH 
ERE az, EREE AMAA BS RPE AL, ns A. 则 存在 拟 微 
DATERE SG, Dy), 使 W = SU 满足 


D, W = diag(o,, =+, e,0W + RW + SF, (2.3.8) 


EP o, = oj(z, Dr) 具有 一 阶 主 象征 (zy &), R 为 一 oo 阶 拟 微 
分 算 子 矩阵 . 

证 明 REE atx, 台 ) 的 性 质 , 可 以 找到 一 个 关于 名 为 正 
FERN BE eC, &), 使 


erase! = a= diag(A, =, Ay). (2.3.9) 
于 是 , 令 V = EU = e(z, DU, WA 
DV = À Gr, DV + HV + EF, (2. 3. 10) 


其 中 ,五 ASOD SET IE PE. 应 用 引 理 2. 3. 2, 就 可 通过 变换 
W = S,V 将 方程 组 (2. 3. 10) 化 成 (2. 3. 8) 的 形式 ,然后 令 S — SE 
即 可 . 口 

利用 上 面 证 明 的 几 个 引 理 ,可 以 证 明 双 曲 型 方程 解 的 奇 性 反 
射 定理 如 下 : l 

338 2.3.1. 对 于 问题 (2. 3.1055 2.3. 2 Ë A, s hw 为 矩 
BAT 4 的 象征 alzx, £083 N 个 实 特征 根 , 它 们 两 两 不 同 . 记 
Y, = (9); EGD HRW €, 一 入 (x, €) B x Gr, 0; &, 
Ajo. 0, So) BR PE. S 为 引 理 2.3. 3 PSA WETE, C 
使 方程 组 (2. 3. DILER HAE. RE z. = to ELWFOD Y, = 
DR I= jis crs jn, MIL. 又 设 在 z = 0 E BS-' 关 于 Wi ，…， 
W., s AA Ron | 


Uum (ty i.n) = {ls wets NY. ttg Jub 
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W WEU) f| Y, = Ø x-—u n. 

证 明 由 于 W = SU 是 一 个 可 逆 变 换 , 故 定理 的 结论 等 价 于 
WFW) fi Y, = Ø 对 一 切 j 成 立 .利用 引 理 2. 3. 3, 可 将 方程 组 
(2. 3. 1) 作 几乎 对 角 化 ,变换 所 得 的 W 满足 


D,W — diag(o, r tts Cy) W + ce 项 ， (2. 3. 11) 


而 由 于 右 端的 C™ 项 并 不 影响 奇 性 分 析 RR ETL W 的 各 
个 分 量 分 别处 理 . 

因为 当 i 关 j 时 算 子 D， 一 a(x, Dy) 在 7; LARA. HK 
(2.3.11) 说 明 z 关 j 时 ,WFCW,) Y Y, — £j. 从 而 证 明定 理 结论 的 
关键 在 于 措 出 WFR(W) NY, = 多 对 一 切 i 成 立 . 今 以 zx, 二 n E 
的 值 为 初 值 ,利用 本 定理 的 条 件 以 及 双 曲 型 方程 Cauchy 问题 的 
奇 性 传播 定理 ,可 知 


N, 
Gr, e£) € UWFW,, |。-o)。 (2. 3. 12) 


然而 又 由 于 BS :关于 W., s Wi, 为 椭圆, 故 由 BSW = 
h € C7 可 得 


N-N, 
(zor 80 € U WEW, |, -). (2.3.13) 


BLA x, 一 0 上 的 值 为 初 值 , 再 次 利用 定理 2.2. 3 BBW POW, Y 
二 Ø XI—WJ1xs-N-— N, RX. 总 之 , WF(W) 不 与 任 一 7 
JE AT WEU) 也 不 与 任 一 7 X8. [] 

注 在 定理 2.3.1 的 条 件 中 也 蕴含 了 次 特征 线 与 边界 横 截 相 
交 的 要 求 . 事实 上 ,7; 为 对 应 于 象征 乌 — A Ge, 8) 的 Hamilton 向 
量 场 的 积分 向 线 . 所 以 ,在 % 上 


dz, g t 


KY ERS ERY SOR x. 一 0 横 截 . 
在 定理 2. 3. 1 中 要 求 方 程 组 (2, 3. 1) 中 算 子 的 象征 矩阵 具有 
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N 个 实 特 征 根 ,也 就 是 说 该 方程 组 关于 z, 是 双 曲 型 的 ,所 以 问题 
(2. 3. 1) 和 (2. 3.2) 实 际 上 是 一 个 初 值 问题 , 即使 对 双 曲 型 方程 组 ， 
讨论 它 的 一 般 边 值 问题 时 这 个 条 件 也 并 不 满足 , 例如 对 定义 在 柱 
形 区 域 (0, T) x 0 中 的 波动 方程 ,虽然 它 关 于 变量 * 为 双 曲 型 
的 ,但 对 于 边界 (0,.T) x 2 的 法 向 而 言 ,定理 2. 3. 1 PN 个 实 
特征 根 ” 的 条 件 就 不 满足 . 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 放弃 对 形式 为 
(. 3. 1) 的 方程 组 中 微分 算 子 的 象征 矩阵 有 N 个 特征 根 的 条 件 ， 
给 出 一 般 情形 下 的 奇 性 反射 定理 . 

以 下 所 讨论 的 问题 的 形式 仍 为 (2. 3. 1) 和 (2. 3. 2) ,但 设 在 
(ror 6 的 邻 域 e 中 AE PE aC, 名 ) 具 有 No 个 单 实 根 Ais t, An, , 
m 个 具有 正 虚 部 的 复 根 ,m 个 具有 负 虞 部 的 复 根 ( 在 ac, 所) 为 
SHAN, m+ =m). 与 前 一 段 的 讨论 相仿 , 需 先 将 方程 组 
(2. 3. 1) 进 行 块 对 角 化 . 由 于 引 理 2. 3. 1 对 于 具有 复 特 征 值 的 矩阵 
也 是 成 立 的 ,所 以 按照 引 理 2. 3, 2 的 作法 可 以 得 到 如 下 引 理 ， 

引 理 2. 3.4 GU JARAC. 3.1) 的 解 , 一 阶 拟 微分 算 子 矩 
阵 AG, Ds ) 的 象征 alr, £O 的 特征 根 的 分 布 如 上 所 述 . 则 存在 
拟 微分 算 子 矩阵 Siz, D), BW = SU 满足 


D,W = HW + RW, (2.3.14) 


其 中 
e, x, D.) 


H= an Cx, Dy) 
e* G, Dz) 
€ Gr, D.) 
2, Gc. DO XESRAEMS Aj Gr. E), e^ Fe RA-WARIERY 
一 c 阶 拟 微分 算 子 矩阵 . 
于 是 ,为 了 得 到 一 般 人 情形 下 的 奇 性 反射 的 结果 RB e 
型 方程 组 的 边 值 问题 解 的 正则 性 , 
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定理 2.3.2 HWRE 
D,W*= E+ W++ F*; ` 
| (2.3.15) 
wr (0) = ht, 
Hop E+ ESE et (x, £039 EHER KBR, A 
Im(spec(e* )) > coll, c, 2» 0. (2.3.16) 


RRC, ED EWF), JENCE 0 X 5 <e, 有 (ro 全) € 
WFG* |... WAO x s «e tdi Gs, &) € WEW |. 
成 立 . 

WEB] jei F= 0, 以 下 说 明定 理 中 的 W!* 可 以 写成 BAT 的 
形状 ,这 里 8 = bx, D. 为 零 阶 拟 微分 算 子 , 它 的 象征 具有 渐 近 
展开 式 6 ~ 316, 其 中 每 个 5 为; 阶 齐 次 象征 , 且 aib HI +e 

j-0 
阶 齐 次 象征 . 为 决定 这 些 己 ,将 表达 式 W = Bh 代入 方程 
D,Wt= e* (x, D,)W* , 


利用 拟 微分 算 子 象征 的 运算 法 则 ,可 得 
D, b, =— et by = 0, 
D.b., — efb = DS) aed + DPb, + etbo, 
Je|=1 
en (2. 3.17) 
取 这 些 象征 在 XQ, 一 0 的 初 值 为 名 =], b; —0(gx—1., 则 所 有 
的 5 都 可 由 (C2. 3.17) 决 定 , 例 如 


bo = exp{ if etdz,) 


利用 (2. 3. 16) 式 容易 验证 3: b 为 阶 象征 .同样 可 写 出 5, HR 
达 式 , 且 由 此 验证 32 5; HA + j Erf fi. RMA wt Ss mR 
biz, D.)A 的 作法 是 可 行 的 . 于 是 ,利用 定理 2. 1. 6 可 得 本 定理 
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的 结论 . 
对 于 下 + 天 0 的 情形 ,内 -可 以 表示 为 


Wt= b. D,)h*- ie P. Dey s)F* (2's s)ds, 
9 


(2. 3.18) 
HEC, Dz, OA Cauchy 问题 
D,W*-— et (T, D,)W* $ 
(2. 3.19) 
wr ee = Ft (x. s) 


的 解 算 子 . CHES MURA A.A C” 地 依赖 于 参数 x, 和 s. 从 
而 定理 的 结论 在 F A O 时 仍 成 立 . 口 
注 将 定理 2. 3. 2 中 的 ze Bt [8] RTEA 53 — 28 86 D 83-7 
的 结论 . MF fT 
DW —EW -F; 
{ : (2. 3. 20) 
W- (e) =h-， 
RPE HERE e 为 正 齐 一 次 象征 . 若 设 
Im(spec(e 2) Kalij e <0, (2. 3. 21) 


X W GV. 60 EWA), HEO0O<s <et, Ah, 0€ 
WFG" |,.0, WEE O «s Se, Aa, 60 € WEW |. 2). 

结合 前 面 关于 双 曲 情形 与 椭 贺 情形 的 讨论 ,可 以 建立 如 下 的 
EM, 

定理 2.3.3 对 于 问题 (2. 3. 1) 和 (2. 3. 22 AAC, SLA 
WR o A, GRAB A B HER RE alr, SAN 个 单 实 特 征 根 ， 
m* 个 具有 正和 虚 部 的 复 根 , 关 -个 具有 负 虚 部 的 复 根 . 记 Y, = 
(2,5); &£ (s) 为 象征 名 c Air, &) AY i SE Cr, 0; e» Ar^, 0, 
全。)) 的 零 次 特征 ,S 为 引 理 2. 3. 4 中 引入 的 算 子 矩阵 , 它 使 方程 组 
(2. 3. DILERI AE. BE rn = tuo OLan CE) A WFO) 中 
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Y, = fi XE = he or jn, RE. XR Gn. 80 € WEA), BS 
关于 Wis Wiyono W AREER 

(hs ees iwon} = s tm NING fn}, 


则 WFQ NY, = OM—-W ISN, RI 
证 明 SAFH W = SU 后 ,方程 组 (2. 3. 1} 即 化 为 几乎 块 对 
角 的 形式 .限制 在 x, = ze 上 考察 ,因为 
WEU ns.) N | U7) =Ø, 
故 也 有 


WFOV |... NN (Ux. =ø. 


以 x. = xus 为 初始 平面 ,利用 对 双 曲 型 方程 组 Cauchy 问题 的 定理 
2.3.1 可 知 


N, 
Gi. &) € UWFW, No) 
又 利用 定理 2. 3. 2 后 面 的 注 可 得 到 
Ny 
(xs &) € UÜWFQV- |... 


故 在 平面 xz, = 9 EW; Gs =], =, Ny) , W- REE ros DX 
局 部 正则 的 . 再 根据 本 定理 的 条 件 中 在 平面 zx, — O0 b BS” HME 
性 假定 ,有 


NoN, 
(xb, &) € WFOV* haD UL U WEW, I, 2]. 


再 考虑 以 2, = 0 为 初始 平面 的 初 值 问 题 ,利用 定理 2. 3. 1 与 定理 
2. 3. 2 可 得 到 


NS-NIi 
U x N WEW) = Ø. 


而 由 于 算 子 S 在 (z,， 人 如 ) 的 邻 域 中 为 椭圆 , 即 得 到 


$2.3 奇 性 在 边界 上 的 反射 45 


"Ut, n WF» = g, 
这 就 是 所 需 证 明 的 . 癌 ] 
下 面 以 三 维 波动 方程 为 例 ,考察 光线 在 边界 上 的 反射 与 折射 . 
Gli EKR r > 0 中 ,讨论 波动 方程 
Una — c'(u, T Ay, + ue.) = 0; (2. 3. 22) 
满足 边界 条 件 uli. = 0 的 解 的 奇 性 在 边界 x = 0 附近 的 特性 . 
等 式 (2. 3. 220 Zc 9 CERE B9 AR AES € — eR +P +h). 
SARIA — (+ 74+ UC)" 为 象征 的 拟 微分 算 子 , U = Gu, 
Du), 则 方程 (2. 3. 22) 可 化 成 一 阶 方程 组 
DU = ACD, D,, DU, (2. 3. 23) 


pe 0 A 
(OUI GCDP— DE—DD oj 


其 中 


0 A 
zn m -#—p) 0 | 
EU FRE a HERA Gc — * — C^. 对 于 了 "(R35,) 上 的 
Fits y, zt, Pp OF: 

Erce PU, MITE REY S SES — CE + rU 
350. Mut GC. 6, 9, E) 为 微 局 部 正则 ,从 而 对 任意 的 * > 0. 
zx|--, 为 微 局 部 正则 . Ma e cO +O)" Bt a 的 特征 根 是 贿 数 的 
事实 ,也 可 知 u |oo 在 (r, 02. D MUS BR IE DUI. 

E t> UP, Wil a AWARE Ea = 4+ c — OP + 
£07, 相应 地 可 以 作出 两 条 次 特征 带 7Y+, 六. 若 在 z 充 分 小 时 
WF) [1 Y* — OS, 由 定理 2.3.3 知 WF(w) (1 Y- D, RIK 
AR. EE uk TRE Y+ 之 一 上 有 奇 性 , 它 必 定 会 反射 到 另 一 
条 次 特征 带 上 . 
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将 上 述 次 特征 带 都 投影 到 底 空间 上 ,就 得 到 光线 在 边界 z — 
0 上 反射 的 特性 .事实 上 , 若 人 射线 为 


x= Ẹ,t, y= 7t + yo z= Et +z; £«0, 
则 反射 线 为 
z=Ẹ t y=}]t+ yz =St tz; i0. 


平面 xz = 0 的 法 向 为 (1，0, 0). BRAT ê= é, RAB 
(4597, D. 1,0, 0), C, 7, OFF —F IB ELE CS, 7, OH 
(1, 0, OM 3c AAAS. 这 就 是 说 :反射 线 位 于 入 射线 和 法 线 所 决 
定 的 平面 内 ,反射 线 和 入 射线 分 居于 法 线 的 两 侧 ,反射 角 等 于 入 射 
fa. 这 正 是 光学 的 反射 定律 的 结论 . 
例 2 考察 光线 在 不 同 介质 的 界面 上 的 反射 与 折射 : 设 有 两 
种 不 局 的 介质 分 别处 于 xz == 0 的 两 侧 , 光 波 在 区 域 土 x o pH 
传播 速度 为 ci. 则 描写 此 波动 过 程 的 偏 微分 方程 是 
I — CF Gu d uy Fe) = 0, x07 
(2. 3. 24) 
us. — C (ta tay, d uu) 0, r«0. 
在 界面 z 二 0 上 要 求 w 及 其 一 阶 导数 连续 , 今 如 果 在 :二 0, 70 
时 ,zx 在 “十 ”介质 中 某 条 通 到 原点 的 次 特征 线 上 有 弱 奇 性 . 问 以 后 
奇 性 将 传 往 何 处 ? 
A £0, x c 0 PESE rp 80 Di ex i6 CERTE RS c PS I — A 
过 原点 的 半 个 特征 锥 面 e+: 二 一 Va T y! dz G0. 不 妨 设 
载 有 奇 性 的 次 特征 线 : 在 (z，y，z) 空 间 中 的 投影 为 位 于 Oy 
平面 上 的 直线 工 , 它 过 原点 且 与 y 轴 成 8 角 , 其 方程 为 : y 
=— atan 0, z = 0, 次 特征 线 z 上 在 人 zr. y» 2) 空 间 中 的 方程 为 : 


c4 tan? 


€ 
t, 一 一 一 一 一 -一 一 上 ，Y 一 
Vi + tan Vi + tan? 


0, 


(2. 3. 25) 
为 处 理 这 个 问题 ,将 全 空间 区 域 折 和 到 xz > 0 BLA 
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A, x, y» z) — Gne 1) — (ult, Ts ys 20» Uy x, ys 22), 
xo 4, (2. 3. 26) 
Wate, ze y. ORME 
Byer = CF? Has 十 au, 十 s 
Bars = CT? ig a ae 
而 界面 上 的 连接 条 件 即 化 为 
EG, 0, y, z) = Ù, 0, ys z), 
D, ŭi, 0, y, z) = D, lt, 0, y. z). 
仍 以 A ddbl A— Hp e CO 为 象征 的 拟 微分 算 子 ， 记 
U =*(An,, Dd, A Ña, Do Us), 


由 有 
DU = ACD,, Ds DOU, (2. 3. 27) 
其 中 
0 A 0 0 
Pee E, 0 0 9 . 
0 0 0 A 
0 0 E. 0 


E= Aly? D? — Di —DD, 


MAT 4 的 象征 a 的 特征 慎 为 + Cic — 7 — 0». 
以 U 为 未 知 函数 的 边 值 问题 的 边界 条 件 可 以 写成 : 


BU = 90, (2. 3. 28) 


| 0 一 1 | 
B= - 
01 0 1 


现在 应 用 定理 2. 3. 1 和 2. 3. 3 于 这 个 问题 . 首先 ,经 计算 可 作 


其 中 
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出 将 (2. 3. 27) 化 成 对 角 型 的 算 子 矩 阵 3S…、S ,它们 的 象征 分 别 
A. 


A A 0 0 
(Me, )? — (Ae, ^ 0 0 
0 0 À A : 
0 0 (e Y? — Qe ^ 
A —1 1l -)/2 
7^ z (Aes) 0 0 
n —1 Tz xl —1/2 
2 À 2 Ce) 0 0 
d ,Lob a ^ 
0 0 7^ 3 (e) 
: lı _ ub -1/2 
0 0 A z (Ae) 


Hp es A! Gu e y o &). .于 是 SAS :的 主 象征 为 : 
diag {e}, — €+, e-, — e}. (2. 3, 29) 


FE (2. 3.27) 的 次 特征 带 上 有 王 式 成 立 ， 
ds: ^ e d -46 Poem dat 


Apr, 6,2, SRR € — 607 + T 00 — 0. 由 特征 
FEOF RE UPAR c= 1. 在 前 面 所 说 的 次 特征 线 ! 上 ,有 


Cy: = ci!tan 8 Ed 
V1 + tan’6 JI + tan?’ 


cx) tan @ 


对 于 (r, 7, £) = [n WAT an) o . SA RE a 的 四 个 特征 值 为 


cc 
X1 十 tan? 


+ |2- e 


-z  tan?ó H 
* t+ tap) ’ 
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当 doe. L0. 时 ,这 四 个 根 都 是 实 根 ,此 时 相应 的 过 原点 


的 次 特征 线 在 (x，y,， xD 空间 中 的 投影 是 


L,ty=atané, 


Ly! y =— xtané, 


cy! x tan 6 


Jet (c2? — c3? )tan'8 


— c3! x tan 
* 
A cz! 4- (Z5 — ez? WHan?0 


其 中 ,直线 L 就 是 和 射线 的 方程 ， 
现在 取 = 1, i = 3, 根据 B 与 8 的 表示 式 , 则 有 
A —A —A 


fa — View Vie — vie} 


HUR 58 — 91 55 98 — 91, Ep 48 85) 1-58 Bi ARR, ROA ee 
2. 3. 1, n[ Al W, Wa SU Li. Ls PRE y > 0 方向 发 出 
的 直线 . 若 方程 (2, 3. 27) 的 解 在 L 和 工 上 为 正则 , 则 根据 定理 
2.3.1 知 ,其 解 必 在 Le EAEN, AH, RK 4 U E L 上 有 
奇 性 时 , 它 必定 会 传播 到 L, 与 L, E. 注意 到 在 本 例 之 初 所 作 的 折 
过 变换 , 癌 到 全 空间 中 的 原始 方程 (2. 3.24), LA 为 Li 的 反射 线 ， 
而 Ls WR 


Leys 


BS !-— 


a E — c4! tan à P 
N cz? -- G2! — c3?)tan?ü 
HL, 的 折射 线 . 


土 面 所 得 到 的 结果 与 光 的 折射 定律 是 一 致 的 , 即 Li、 Li. L; 
与 平面 x = 0 的 法 线 在 同一 平 而 上 ,L 与 工 ; 分 居于 法 线 的 两 侧 . 
XE Li 5 z HH KAA p WUE 
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cz! tang 


A cz! 4- (ci— cxi? )tan? 


c-* cot?ü + c-?— cf 一 cr cot’y, 


= tang, €2. 3. 30) 


故 


从 而 可 得 


二 一 ， (2.3. 31》 


这 也 正 是 折射 定律 的 结论 . 


tan? 


注 当 ccs LX dn 时 ,矩阵 a 的 四 个 特征 值 中 有 两 


个 是 复 的 , 这 时 入 射 光线 上 的 奇 性 只 沿 反 射线 传播 ,而 无 折射 光线 
出 现 . 这 就 是 光学 中 的 全 反射 现象 . 


82.4 进一步 讨论 的 问题 


在 前 几 节 中 讨论 了 线性 偏 微 分 方程 奇 性 分 析 理 论 中 几 个 最 基 
本 的 问题 . 值得 进一步 深入 讨论 的 问题 是 很 多 的 ,而 且 每 一 类 问题 
都 涉及 更 精细 的 分 析 准 备 与 大 量 细致 的 运算 . 例如 对 下 面 两 类 问 
题 已 有 深入 的 研究 成 果 ， 

一 、 奇 性 在 边界 上 的 搞 射 

上 节 中 讨论 了 奇 性 在 边界 上 的 反射 . 在 讨论 中 始终 假定 载 有 
奇 性 的 次 特征 线 与 边界 是 模 截 的 ,但 是 ,次 特征 线 与 边界 相 切 的 情 
形 也 是 可 能 发 生 的 . 例如 , 设 oA R 中 的 有 界 域 ,在 Rw) X 
(一 eo, oo) 上 考察 波动 方程 的 解 , 旭 次 特征 线 就 可 能 与 边界 相 
切 , 这 种 情形 称 为 掠 射 (glancing), 在 掠 射 情形 发 生 时 ,由 于 $2.3 
中 的 讨论 失效 (例如 ,方程 组 (2. 3. 1) 中 算 子 4 的 象征 不 再 有 ”个 
有 限 的 特征 值 ) , 故 在 掠 射 点 附近 解 的 奇 性 分 析 就 更 为 复杂 ， 

UM 为 带 边 界 的 流 形 ,考察 


人 € C"(M) 


(2.4.1) 
Bu € C^(a M) 
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的 解 的 奇 狂 在 边界 附近 的 性 态 . 设 已 是 二 阶 主 型 算 子 ,边界 oM 
为 非特 征 ,边界 条 件 中 Bu 为 u R (2 /2v t B) 的 形式 ,其 中 v 为 补 
法 向 . 为 分 析 解 在 掠 射 情形 下 的 奇 性 , 须 习 入 一 些 记 号 . 以 下 不 妨 
设 在 所 考察 的 邻 域 中 MIE M 已 被 坐标 化 ,边界 3Mf OBR EH x 
=0,4MHbar>0. 

ET'M PEN SKA ~": BAR 2 Se, ETM AR 
少 有 一 个 在 T*M 的 内 点 集中 » WY MS E [X 24 m, = E, 时 , 称 ZZ? 
而 若 = z € AT* M\N* 3M, WH ENET 3 MNO 上 的 投影 相同 
时 , 称 zn 

& DM = (T* MNN*3 M)/ ~， 则 可 以 引入 投影 映射 
b:T"°M— DM. AF P 的 特征 点 集 2(P) = 5; (0 TE DM EB 
影 的 象 记 为 BRF pop, 为 P RERE M I 可 以 写成 

U2 U Ue UT, (2. 4. 2) 

其 中 

2h = ZN T* (MO; 

w= {p€ Zn & 1(p) 含 两 个 点 }， 

= (p € XOU ED ES (Ce) 上 Hix =0 

对 一 切 7 三 一 1 成立 ,Hi,x 0); 
M = {p E ENGS U IDE 上 Hiz =0 
Xr—9 j RAL. 

记 XP = YS MG = IP 是 掠 射 点 集 -对 3 E A > 0 的 点 
称 为 绕 射 点 (diffractive point); 使 Hj 之 0 的 点 称 为 浅 行 点 
(gliding point? ;或 ?中 的 点 称 为 高 阶 掠 射 点 . 绕 射 点 集 与 滑行 点 
RM XL 5 xr. 对 掠 射 点 可 以 作 一 个 几何 上 的 解释 . 若 在 
局 部 坐标 下 ,已 已 化 成 具有 主 象征 f+ rx. y, PHAT, WA 


H,r = 28, Hix — — 2r,, RU ARMA Lr. <0. 由 于 算 子 P 
的 次 特征 由 
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所 定义 , 故 在 绕 射 点 有 


dt 28 =0, 
d? dé 
G2 = et 


这 说 明 次 特征 从 区 域内 部 到 达 边 界 与 边界 相 切 后 ,又 回 到 区 域内 
部 . 而 对 于 滑行 点 ,由 SE < 0 知 次 特征 只 能 外 切 于 边界 . 换 句 话 
说 ,在 区 域内 部 无 次 特征 可 以 在 滑行 点 与 边界 相 切 . 在 高 阶 掠 射 点 
次 特征 与 边界 高 附 相 切 .… 

利用 对 X, 的 分 类 可 以 定义 户 义 次 将 征 带 如 下 ， 

定义 2.4.1 I XCEHIERE ABA T C E, IOTER 
7, 其 中 I A R! 中 的 一 个 区 间 ,B 为 孤立 点 集 , 该 映射 满足 ， 

D F7GIDE BUT. WG) = Cle), ye), EG), We) 
f£ to KAM, AY Co) = HO G)) 5 

2) EYER US” M xi) BS GG, ye), 90) 
tct PTH, x’ GO =0, Cy’ Co), T od) = Hy, Cyto) 709); 

3) Boe BMW al> HA YO € 22, X. Y Gu 0D 
存在 , 且 为 {z 一 9} 上 某 点 的 同一 纤维 上 的 不 同 点 . | 

在 此 用 WEU) 描述 z 的 奇 性 . 对 于 不 在 3T"M 上 的 点 ， 
WF,GO Bl WFGO PET? 2M Ef] & WF,Q) 是 到 边界 为 机 
局 部 正则 点 的 祭 集 . 这 里 ,到 边界 为 微 局 部 正则 的 意义 是 :对 (yo， 
PETIM, ERIE Oro, 0, 邻 域 中 定义 的 所 微分 算 子 ey. 
D, ABITIET 62 0, (Cy, DD,)ulz, y) 为 C~([0, €] x R) HR. 

关于 问题 (2. 4. 1) 的 解 在 掠 射 点 邻 域 中 的 奇 性 分 布 有 以 下 结 
ib. ， d 

定理 2. 4. 1 在 上 述 关 于 算 子 P 与 B 的 假定 下 ,车 w 为 问题 


$2.4 进一步 讨论 的 问题 53 


(2. 4. D ff, o € WF), 则 过 产 的 广义 次 特征 带 FLGO € 
WF, (x). 

AL -4eC 如 时 ,本 定理 的 结论 就 是 定理 2. 2. 1 斯 断言 的 
事实 . 当 p EE 妃 时 ,本 定理 的 结论 可 由 定理 2.3.3 推出 . 当 p € 
X 时 ,R，Melrose 5j M. Taylor 分 别 得 到 了 定理 2.4.1 的 结论 
( 见 文献 L91]、[127]). 对 于 e € BH 5S5 e € E? 的 情形 ,R. 
Melrose 5j J. Sjöstrand 得 到 了 本 定理 的 结论 ( 见 文献 [102]). 后 
X.L. Homander 在 文献 [81] 中 对 上 述 各 种 情形 作 了 统一 的 处 理 
与 证 明 . 

24 (2. 4.1) 中 的 算 子 已 高 于 二 阶 时 ,本 以 用 算 子 分 解 的 方法 ， 
将 高 阶 算 子 边 值 问 题 的 奇 性 分 析 归 结 为 二 阶 算 子 的 情形 来 处 理 ， 
并 由 定理 2. 4. 1 出 发 得 到 相应 的 结果 , 详 述 从 五 . 

=, ERAT 

到 现在 为 止 ,只 对 主 型 算 子 讨论 了 奇 性 分 析 问 题 . SEAT P 
的 特征 集 pa'(0) 上 出 现 重 特征 点 , 即 在 某 点 (ns 8, € 7100) 
E, Vo Pnl Ê) = 0, 则 在 (xo, £f lb P 不 再 是 主 型 算 
子 . 这 时 ,在 $2.2 中 的 讨论 方法 失效 ,相应 的 奇 性 分 析 结 论 也 不 
再 适用 . i 

重 特 征 算 子 又 分 各 种 不 同 的 类 型 . 24 (x0, £D 3E pa (CO) BB 
时 ,车 特征 的 重 数 为 常数 , 则 相应 的 算 子 称 为 常 重 罕 在 其 子 ;否则 ， 


RHEE. 相 比 较 而 言 ,对 常 重 特征 算 子 的 研究 要 笨 单 一 
此 


在 讨论 常 重 特征 算 子 的 奇 性 分 析 时 ,一 般 都 要 求 算 子 满足 
Levi 条 件 , 这 一 点 与 讨论 常 重 特征 算 子 的 可 解 性 相仿 . BOB Levi 
条 件 ”, 就 是 对 算 子 象征 低 阶 项 的 一 种 限制 . 例如 , 设 P 为 重 特征 
的 二 阶 算 子 ,P 的 象征 为 ， 


pO» £) = g(zs &)? + Pilz, $), 
其 中 9 与 5, 均 为 一 阶 象 征 , 则 Levi 条 件 就 要 求 在 g = 二 0 上 
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为 零 阶 象征 ,于 是 ， pe 以 及 相应 的 拟 微分 算 子 H, tE 


P =Œ + H+ ERAT. 
在 一 般 情形 下 , 若 算 子 PERE Gs CRRA: 
Pa = Gigs (2. 4, 3) 
其 中 每 个 9 为 狭义 主 型 算 子 的 象征 , 则 Levi 条 件 为 
| e" P (ae) = OF) MIS jzsmx. (2.4.4) 


Eh p WE dpr) = fs, 在 (xo, Fa) PISBIRH a; (0, dp —0,a€ 
Co. 于 是 可 以 建立 如 下 定理 : 

定理 2.4.2 i$ P HME Levi 条件 的 常 重 特征 算 子 , 它 的 象 
征 分 解 为 (2. 4. 3), u 为 方程 Pu = f HER, WFuNWF f C- 
pa O), HÆ g7 OE WFuNWFF 1E H, B Hamilton 流下 不 变 ， 
于 是 ,车 LE C^, GV, £2) € WFu, qilt, £o) = 0, Y 为 过 (zo， 
FH RE Y UW Fe = 9. 

对 有 限 阶 Sobolev 奇 性 的 传播 ,有 如 下 定理 ， 

定理 2.4.3 BP 为 满足 Levi 条 件 的 常 重 特 征 算 子 , 它 的 象 
征 分 解 为 (2.4. 3), u 为 方程 Pu = f HRR, WWE an WES 
T £;'CO, HfE q; OE, WF tmr u WF, S 在 五 ,的 Hamilton 
流下 不 变 ， 

上 述 两 定理 的 证 明 可 参见 文献 [30], 进一步 还 可 给 出 常 重 特 
征 算 子 的 奇 性 反射 等 结果 , 详 见 文献 [31]. 

对 于 变 重 特征 的 情形 ， 奇 性 分 布 的 性 质 与 特征 重 数 的 变化 状 
癌 有 密切 关系 .这 时 须 对 变 重 特征 算 子 进行 分 类 研究 . BMT 
和 全 特征 算 子 都 是 变 重 特征 算 子 的 特例 . 关于 这 些 算 子 ,在 本 书 中 
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不 准备 详 加 讨论 ,读者 可 参见 文献 [128] 和 [77] 及 该 文 所 引用 的 文 
B. 

在 线性 偏 微 分 方程 的 奇 性 分 析 中 还 有 许多 课题 ,例如 改变 解 
的 奇 性 类 ,可 以 考察 解 在 解析 意义 下 奇 性 的 传播 , 即 解 析 波 前 集 的 
传播 , 将 解析 的 概念 拓 广 ,还 可 考察 Gevrey 类 奇 性 的 传播 . 在 应 用 
上 , 奇 性 传播 与 散射 问题 ,最 优 控制 问题 都 有 密切 联系 , 由 于 篇 幅 
所 限 ,我 们 不 拟 讨论 这 些 问 题 ,而 从 下 一 章 起 就 转向 非 线性 方程 奇 
性 分 析 的 讨论 . 


W 
Q 
ak 


半 线 性 方程 的 奇 性 分 析 


从 本 章 起 , 主要 研究 非 线性 偏 微分 方程 的 奇 性 分 析 . 非 线性 偏 
微分 方程 解 的 奇 性 传播 的 种 种 现象 , 比 线性 方程 的 情形 更 丰富 、 复 
ZR. 其 中 新 的 困难 主要 来 自 两 个 方面 : 一 是 非 线性 函数 的 作用 将 
引起 奇 性 的 干扰 ; 另 一 是 方程 的 特征 与 解 有 关 , 因 而 作为 奇 性 的 承 
载 者 特征 本 身 也 可 能 含有 奇 性 . 此 外 ,由 于 用 波 前 集 来 描写 非 线性 
方程 解 的 奇 性 也 有 一 些 不 足 之 处 ,对 有 的 情形 ,还 得 寻求 其 他 表达 
方式 的 方法 ,所 以 ,从 80 年 代 起 , 非 线性 偏 微分 方程 的 奇 性 分 析 就 
成 为 偏 微 分 方程 理论 研究 中 一 个 十 分 令 人 关注 的 方向 , 然而 也 与 
非 线 性 方程 中 其 他 问题 的 研究 一 样 , 很 难 像 线 性 情形 中 那样 有 一 
个 统一 的 结果 或 处 理 方法 .下面 就 逐步 深入 地 研究 非 线性 偏 微分 
方程 奇 性 分 析 的 各 类 问题 . 

按 通 常 对 非 线 性 方程 的 分 类 方法 , 若 方 程 中 末 知 函数 的 最 高 
阶 导 数 的 系数 与 未 知 函 数 无 关 , 则 该 方程 称 为 半 线 性 方程 ; 若 方 程 
中 未 知 函 数 的 最 高 阶 导数 的 系数 与 未 知 函数 有 关 , 但 方程 关于 未 
知 函 数 的 最 高 阶 导数 为 线性 , 则 该 方程 称 为 拟 线性 方程 ;在 一 般 情 
形 下 , 若 方程 关于 未 知 函 数 的 最 高 阶 导 数 也 是 非 线性 的 , 则 该 方程 
称 为 完全 非 线 性 方程 . 本 章 先 从 半 线 性 方程 的 情形 开始 讨论 . 


3 3.1 2 弱 奇 性 传播 定理 
线性 方程 的 奇 性 传播 的 基本 结果 , 即 本 书 第 2 章 的 诸 定理 ,在 


某 些 条 件 下 对 半 线 性 方程 也 是 适用 的 , 现在 首先 对 此 讨论 之 . 
考察 半 线 性 波动 方程 
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Du = flu), (3.1.1) 
其 中 f£G028 u i C7 RR. RAM FER: 
定理 3.1.1 Bu 463.1. OR] H s > $ Y 是 过 (zs， 


&,) 的 一 条 次 特征 带 , 则 当 s 三 r+ 达 2 一 时 ,可 由 wu € A(x, £o) 
ERI uc H'O)». 

这 个 定理 的 证 明基 于 如 下 的 引 理 

引 理 3.1.1 id n 为 空间 维 数 , 若 了 (ww) 为 u 的 cy me, AY 
T <s Ara 2s — ELE € H'a, £) N HW FGO € A(x, 
&). 

定理 3. 1. 1 的 证 明 和 暂 设 引 理 3. 1. 成 立 , 现 在 证 明定 理 
3.1.1. 下 面 玫 的 是 穿梭 法 (bootstrap way) 一 一 即 从 某 一 论断 出 
发 ,用 同一 论证 方式 不 断 改 进 这 个 论断 ,最终 达 到 命题 的 要 求 . 

根据 定理 的 条 件 ,可 设 对 某 个 Ti >s, u € HY), 于 是 由 引 


理 3.1.1 知 ,在 r, 三 2s 一 时 ,z 的 非 线 性 复合 flu) € HO). RR 


rz = ming, + 1, r), 则 利用 线性 方程 的 奇 性 传播 定理 (定理 
2.2. DAS u € Ma) N EP. 这 样 ,就 将 zx 在 Y 上 的 微 局 部 正则 
性 由 五 "提高 到 HIE rV WA rn 代 赫 ,并 又 可 重复 这 一 过 
fe. 这 样 一 直 作 下 去 ,直到 定理 3.1.1 的 结论 成 立 . 口 

定理 3.1.1 的 证 明 方法 是 典型 的 ,其 主要 思想 就 是 把 非 线 性 
方程 解 的 奇 性 传播 过 程 分 解 成 线性 方程 解 的 奇 性 传播 与 将 带 有 奇 
性 的 函数 作 非 线性 复合 这 两 步 , 由 于 在 引 理 3. 1. 1 以 及 上 一 章 对 线 
性 方程 情形 的 讨论 中 作 了 充分 的 准备 , 故 定理 3. 1. 1 的 证 明 就 很 简 
E. 这 个 定理 的 证 明 思 路 以 后 常会 玫 到 . 

引 理 3. 1. 1 说 明 ,在 指标 > 和 ;满足 所 述 的 条 件 下 , 空间 
A (xo 50) f) FP 关于 非 线性 复合 运算 是 封闭 的 , 这 类 特性 在 讨论 
非 线性 方程 解 的 奇 性 时 十 分 重要 . 以 后 在 其 他 的 函数 空间 中 讨论 
方程 的 解 时 ,也 常 需要 证 明 这 类 封闭 性 , 在 证 明定 理 3. 1. 1 以 前 . 


58 半 线 性 方程 的 奇 性 分 析 第 3 章 


先 来 证 明 空 间 EP TE s > n/2 时 关于 非 线性 复合 的 封闭 性 . 在 此 表 
次 说 明 , 因 为 函数 的 奇 性 是 局 部 的 性 质 ,这 里 和 以 后 所 用 到 的 HI 
空间 ,都 是 在 局 部 的 意义 上 而 言 的 . 

引 理 3.1.2 (Bee H‘, v€ H',son/2, 0x s, 则 
uv € H',(2) 设 /G0 Au C7 BRM, s > n/2, ule) € HP, Wi 
fur) € H. 

证 明 此 引 理 也 称 为 Schauder 5| EE. 利用 入 微分 算 子 可 以 给 
出 一 个 很 简洁 级 证 明 . 在 情形 (1) 下 ,利用 附录 中 定理 A. 1118 


uv = T,v +7'(u, v), (3.1.2) 
RPT. AW SA HRA, o) E HY CH, H 
(3. 1. 2) 右 端 两 项 均 属于 HU uv € A. 


在 情形 (27 下 ,因为 s>>*/2, 故 由 附录 中 定理 A. 20 知 ， 
f GG) 可 以 写成 


Sukr) =T puul) + R(x), (3.1.3) 


Kop Tao H'H'EATYEXESEBUR 2 可 取 任 意 实数 , Ra) € 
Ae) BIR, (3.1. DRUK (ODD € A wur. C] 
引 理 3. 1. 1 中 所 叙述 的 结论 比 引 理 3.1. 2 的 结论 更 细致 , 作 
为 证 明 引 理 3. 1. 1 的 准备 , 先 证 明 以 下 几 个 命题 . 
引 理 3.1.3 KE, p); R^ x R^ — C" 是 一 个 局 部 可 积 函 
数 , 条 件 


sup [ikce, 2) |/dg < co 
或 

sufixe, 9) [d£ — co (3.1.4) 
至 少 有 一 个 成 立 , 则 映照 


(gh) -> fke, Dale — Mhd 
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E LG) x LR) DG) 的 映照 , 且 


|[&«t. mec — pamar] , Cla le WA lhe. 


(3.1. 5) 
证 明 设 (3.1.4) 的 第 二 式 成 立 ,; 则 由 Schwartz PER 


2 
| fxe, Dee 一 hay | 
x [ikce, mac) Pay] lgct — y) 1an 


< pette[ikcs phon rer, 
所 以 由 Fubini 定理 知 


| jke, Dee — Phdr 


7 
< pes [IKE pro iae) ay 


< le Ni{supf IKE, pie] A Lie, 
? 
故 得 (3. 1. 5) 式 . 同 理 ,在 (3. 1. 4) 的 第 一 式 成 立时 也 有 (3. 1. 5) 
A- O 
SEE 3.1.4 4 u; € HUR, n G-l 2)，71 tr > 
OM uuu, € He”, See H =, 
c0 


证 明 ”根据 引 理 的 要 求 , 需 证 明 (355077 uu, (6 EI 
XHES > 0 成立, 其 中 全) = (1 十 ELN KeS 


(ey bry -n/2--€ 


GG. D = tT gn! 


则 有 
Citas da (© = [CE DFE — Dear, 


(3. 1.6) 
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BPEL, geL. 于 是 由 引 理 3.1.3 知 ,只 需 证 明 G(&, DME 
(3.1. 3) 式 .为 此 ,可 以 分 别 在 以 下 几 种 情形 下 作 佑 计 : 


DE JE- <E N 


C C 
IGE, mix (By (Egy < G— pee 


2) 车 圭一 et HN LES |£|, m [£— 97x $8. 
从 而 
IGE, mi 去 


C C 
(£yt*t7 (9) ss (Dt 
3) 着 1 一 耻 之 去 11, 且 19| zl WERTE 


IGE, 9) | A TEGURDE ues 


这 就 证 明了 引 理 . 门 
引 理 3.1.5 HK. Ki, K, H R^ POR, u, € HR’), 
HWFu,) C K, 34i — 3, 2 Rr, WAM Pa: 


QD) 车 KE Ki HIZO, 5s —12z0» s 177. 
Xx (D) Qu) € Hu CR"), 
()#KEKNK,As +s,> 2i 则 Xk(D) Gau) € 


Hata "OC R"), WE Ki RRE K., 的 余 集 ,Xxk WOK 的 特征 函数 . 
证 明 HTA dE K. 外 是 速 降 的 , 故 在 证 明 本 命题 时 ,不 妨 认 
We 的 支 集 就 在 K: 中 . 为 证 明 (1), 只 需 证 明 


(£y, (€) wa, (5) EL’. (3.1. 7) 
根据 引 理 的 条 件 可 以 将 (3. 1.7) 中 的 表达 式 写成 


fee, DFE — gdy, 
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其 中 f(8— 3) — a — 3G — 95, EOP = ECP", 
GE, 7) 满足 
(Gh HX CENA C. 一 Xx, OD 
(E 一 9) (OD: 
HE K € K, MFE e > 0, 使 在 G 的 支 集 上 
(£ — my > eQ + G2 «UD, 


IGE, pl 过 


故 


i C 
IGI < (È Nn 5a 


Bie s; 2 > Bs 


(EVT Ek CE) da, (€) € LICR"). 
这 就 是 结论 (1). 
为 证 明 (2), 利 用 R* 到 R 的 迹 定 理 ,可 知 
ll X CDD (aye) Ge) || ate ary 
= || fxxCD; + D, yu GOus (N Jys ai tun 
<4 Xe CD, + Dus leu Cy) || nto. 
而 右 端 等 于 
| «6, pater CE + M Xr, (E) 38 OX, D WO) || ra. 


i K € Ki N Ki, Bie Xe E+ DX, OK, CD 的 支 集中 有 以 下 不 
等 式 成 立 : 


CE) Ze eQ He D b 0p, 0D & CCE + m 十 《6 ). 
Fini (5 Gp ESR 
Xx CE ME, 9Y* 3X, CX, OD x CODY 05. 
故 由 此 可 得 
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|| Xx CD, Juzu GO) || n tma) 
<C || «c» DNO) v» 40D ll reem 
=C | us | HR") | tiz | HQ 
这 就 是 结论 (2), 口 ] 

引 理 3.1.1 的 证 明 首先 由 Schauder 引 理 知 , 当 * > 7 时 ， 
ZRH PERRERA PAE FESH 3.1.1 hr — s 的 情形 成 
DAE TESI ZA p WE ô = min{ s -2, 1| bd pie dpud 
r. 如 果 能 从 引 理 的 结论 对 r = p 一 6 成 立 而 推 知 它 对 rr = P FLA. 
就 可 以 用 穿梭 法 证 明 引 理 3. 1. 1. 因此 ,在 下 面 的 讨论 中 ,假设 引 
理 3.1.1 已 对 r = p 一 6 成立. 现 对 函数 r, az) 取 微 分 ,有 

D(flr, u)) = glz, u) + f'(x, u)Du, (3.1. 8) 

等 式 右 端 第 一 项 glir we H f H? Catos &) , 第 二 项 为 vDu 的 

形式 ,其 中 v € H N Hl, £0, mi De € H Q HE G,, 

Eo). 利用 Re 空间 中 的 单位 分 解 知 ,为 证 明 vDu € Als) HUE 
明 对 充分 小 的 锥 体 KK. 均 有 

Xk CD) x, CD)v * Xe, CD)Du) € HCR"). (3.1.9) 

以 下 分 几 种 情况 进行 讨论 :车 K, 与 K; 都 在 名 的 附近 , 则 因 
A 6X EX (Dv € HO, xx (Du € HP, 从 而 (3.1.9) 可 
以 由 Schauder 引 理 推出 .车 K, € €, PAGE. K: 5; K 相 分 离 , 则 
(3.1.9 ]d/—21— ê aA 3.1. 5 的 结论 1 推出 ,因为 这 时 
C= +a eu. 同样 地 ,车 天 ,在 入 附近 ,西天 ,与 天 相 
分 离 , 则 (3. 1.9) 可 由 ?7 = 0 于 引 理 3.1.5 的 结论 1 推出 . 最 后 , 若 
K, 8 K, 均 与 K 相 分 离 , 则 由 引 理 3. 1. 5 的 结论 2 可 知 


Xx CD) (Xx, CD)v * Xx, CD) Du) € H* 6797"? (R*) C HOR”), 
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AAS p< <2s— 5. 综合 以 上 的 讨论 并 应 用 于 (3. 1. 8) ,可 
BMD, u)) € H^ Gy, £D, MS (a, u) € H'(x,, £). 只 要 
or. 上 述 推理 过 程 可 继续 进行 .最 后 可 得 引 理 的 结论 . 口 ] 

定理 3. 1. 1 的 叙述 与 第 2 章 的 定理 2. 2. 2 很 接近 . 但 需 注意 
它们 之 间 的 重要 区 别 :第 一 ,在 定理 3.1. 1 中 要 求解 至 少 是 


H| ts 2] 正则 的 . 即 要 求 所 讨论 的 解 的 奇 性 不 能 太 强 ; 第 二 ,对 


于 解 在 所 考虑 的 次 特征 带 上 的 正则 性 指数 不 能 超过 2s 一 7, 即 沿 
着 次 特征 带 传播 的 奇 性 也 不 能 太 弱 . 上 述 两 个 条 件 当然 还 可 减弱 ， 
但 在 一 般 的 非 线性 方程 的 奇 性 传播 定理 中 都 有 这 两 类 条 件 . 由 于 
在 定理 3..1. 1 中 有 "三 2 — 5 的 条 件 , 故 该 定理 也 称 为 2s 型 的 直 
性 传播 定理 . 
对 于 更 一 般 的 半 线 性 方程 

Lu = fu, Du), (3. 1. 10) 
直接 应 用 前 面 证 明定 理 3. 1. 1 的 穿梭 法 得 不 到 所 需 的 结论 . 因为 
(3.1. ORAR RA / 的 可 微 性 要 比 u 低 一 阶 , 而 通过 波动 方 
程 的 求解 又 只 能 使 解 比 右 端 函数 的 可 微 性 增加 一 阶 . 但 可 以 通过 
对 方程 求 导数 的 方法 ,导出 一 个 具有 同样 主 部 的 以 U = u, Dau, 
ey Duo 为 未 知 阔 数 的 二 阶 方程 组 . 再 用 类 似 的 方法 得 到 U 的 
奇 性 传播 规律 . 最 后 回 到 关于 函数 的 结论 . 相应 的 有 如 下 定理 ， 


定理 3. 1, 2 Wu (3.1. DH H HR, s > 7 十 1, 7y 是 过 


(xo, 各 ) 的 一 条 次 特征 带 , 则 当 s <r < 2s — 7 — IB. Hf «€ 
AM (xo, €) 而 推 知 x € ACY). 


定理 3.1.1 与 3.1.2 可 以 推广 到 一 般 半 线 性 高 阶 严 格 双 曲 型 
方程 的 情形 . 


定理 3.1.3 HP = plz, DO 是 mw 阶 严 格 双 曲 型 偏 微 分 算 
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子 , 即 它 的 主 象 征 pale, OFF 40 €, 的 多 项 式 有 mm 个 两 队 相 异 的 
实 根 . x E€ H 为 方程 
plz, Du = flr,u,.,..., Du) (3.1.11) 

的 解 ,其 中 * > m 十 于 一 1， 了 为 其 变 元 的 CRM. EYEN 
{zo， Ey) 的 一 条 次 特征 带 ， 别 当 s «rc 2s— P: —m-r-l1 AT, 可 
Hu E H lro, &) lue € AY). 

利用 定理 3.1. 3 可 以 得 到 双 曲 型 方程 解 的 一 个 整体 正则 性 定 
理 , 以 下 来 叙述 之 :在 区 域 OCR 中 考察 双 曲 型 方程 , 记 0, 
QA {+x > 0}, 并 设 人 4 总 包含 在 -的 决定 区 域内 , 即 从 2. 
中 任意 点 引出 的 所 有 往 x 减少 方向 延伸 的 次 特征 线 在 离开 如 前 
必 进 入 Of. 据 此 ,有 如 下 定理 : 

定理 3.1.4 设 ple, D BERLE Q PH m 阶 偏 微分 算 
子 , 关 于 xx 为 严格 双 曲 型 ,x € Hs > em —1) 为 方程 


pa, D,)u = Fix, u, ee, D” 'u) (3. 1.12) 


的 解 . 则 由 € HAL), r> s Wit me € HOA). 

证 明 {ER x € Ri, 3EXI—U1 E € TL GD AE Gn OL 
Gro» OA pla, DORMA REH f € H 可知 ,z € H” Cro, 
E). 又 车 (xo, OF pla, DOBTEEE S WU oor 人 ) 点 作 算 子 的 次 
特征 带 7, 它 在 底 空间 上 的 投影 往 x, 的 减少 方向 延伸 到 O_ rp. 记 
7, ^ minGr, s 4- D. Wee H^(2 由 于 


r—m+1>s—m+1>F, 


故 作 为 非 线性 复合 fu) € mo oU. 根据 定理 3.1.3 知 x € 
HY), BRR u € (zo. 5). 这 样 , 就 证 明了 xz XE Tz, GOD I 
-WA V] EB Je: JB E RU , Ar ir ERIT HE u € 
A" (ao). 又 注意 到 zo 为 2, 中 的 任意 点 , 故 x €. H^ CO). 如 果 
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rn <r, 则 取 z = mintz, rn +1), 并 按 此 方式 继续 论证 之 ,最 终 可 
得 xz E HR) D 

注 定理 3.1.4 的 结论 也 可 适用 于 主 象征 为 对 角 阵 的 双 曲 型 
方程 组 : 
P F, 
HP (3.1.13) 
F, 


t 
+ Bl: 


Un 


P 


AP F, = Fila, u, 0, D'u) 是 变 元 xz; p OR S m—1, 15 
jn) E C^ RM. 其 证 明 方法 与 定理 3.1.4 基本 上 相同 ,此 处 从 
略 . 
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从 前 面 的 讨论 可 见 , 引 理 3. 1. 1 在 非 线性 波动 方程 解 的 2s 奇 
性 传播 定理 的 证 明 中 起 了 关键 的 作用 . 在 讨论 二 办 严格 双 曲 型 算 
子 的 奇 性 分 析 时 ,利用 二 界 严 格 双 向 型 算 于 特征 锥 面 的 凸 性 ,可 引 
入 与 该 二 阶 算 子 相关 的 徽 局 部 空间 ,可 以 改进 引 理 3. 1. 1 的 结论 ， 
从 面 能 相应 地 证 明 更 优 的 奇 性 传播 定理 . 本 节 中 将 以 波动 算 子 为 
例 , 证 明 如 下 的 3s 型 的 奇 性 传播 定理 . 

定理 3.2.1 Re 为 二 阶 严格 双 曲 型 偏 微分 方程 


Ll = f(x, u) (3.2. D 


的 AY s > Y 是 过 (zo, 后) 的 一 条 次 特征 带 , 则 当 s 之 过 
3s —n 十 1 时 ,可 由 ww © A(x, £) HEM u € HCY). 

这 个 定理 也 称 为 3 型 的 奇 性 传播 定理 . 为 证 明 它 ,需要 引入 
新 的 函数 空间 来 表示 方程 (3. 2. 1) 的 解 所 特有 的 正则 性 ,并 建立 一 
系列 的 引 理 来 为 证 骨 该 定理 作 淮 备 . 以 下 所 介绍 的 处 理 方法 的 关 
键 点 是 ; 当 HN A Gs, ED PORY u 又 是 某 个 波动 方程 的 解 
时 , u 将 具有 一 定 的 附加 正则 性 . 利用 这 种 与 波动 算 子 相关 联 的 
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正则 性 ,可 以 把 定理 3. 1.1 中 对 7 的 限制 放宽 . 

定义 3.2.1 PRR u we HOS <s— FM Owe 
HUM. a Skos~ a 十 1 时 ,Dix € H*?-:-9?-,Wp BR 
u€ ACD). 

利 几 求 导数 的 链 式 法 则 、Leibniz 公式 以 及 关于 Sobolev 空间 
的 Schauder 引 理 ,可 以 证 明 政 :( 口 ) 关 于 非 线 性 复合 为 闭 的 . 

引 理 3.2.1 u c HC), s> >, Asa, wo) ee 
Co mR, f(z, w) € AQ). | 

WEB] 利用 求 导数 运算 的 Leibniz 法 则 可 得 

Ota, u) = f (r, u, 0, DD uw, =), 
a+ [el x j. (3.2.2) 


X jes— 5 Ju Lh^Díu € H, Amih Schauder 引 理 知 
x € AC). 
#s-Fskes-F+, 
C¥fe, u) = OF Ca, u, om, Diu, =) 
= S; F. a []s*!DE u 
TOS DD Dau + DDS Dyn. 
hht 

(3.2. 3) 


由 € He, Ly*Du € Eq sn 2 2h) — ‘ 放 上 式 右 端 第 一 项 以 
F HO BL HO e H e OER ERF 
H= e Hp, HF 2s — 2k >n — 2 2:0, Kei 8| 83.1.24. 
(3.2. 3) 的 右 端 第 二 项 含 于 HA2- [] 
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以 五 '( 口 ) 空 间 所 描述 的 正则 性 为 基础 ,在 非 线 性 复合 下 , 保 
持 不 变 的 H^ Cr, £) 微 局 部 正则 性 在 0 过 g < 3s 一 nn 时 都 是 对 
的 .这 有 如 下 引 理 : 


. 8138 3. 2. 2 ÉL«sXg«i—nauweHfQqpnHGo,. 


ED, H Sir, uw) Kol C" ERG (n. w € EH (pn 
H Cras &). 

引 理 3. 2. 2 将 在 定理 3. 2. 1 的 证 明 中 起 着 关键 的 作用 ,为 说 
明 这 一 点 ,我 们 将 引 理 3. 2. 2 的 证 明 放 到 后 面 , 先 指出 如 何 从 这 个 
引 理 推出 定理 3.2. 1. 

定理 3. 2.1 的 证 明 有 了 引 理 3. 2. 2 为 基础 ,定理 3.2. 1 可 


以 用 穿梭 法 很 快 证 得 . 首先 指出 x € EPOD, 这 是 因为 , 当 < 
s— M, 

QD = f, u, ^, Diu), (3.2.4) 
放 在 此 时 由 Schauder 引 理 知 f Ge, u, e, Div) € 五 一 ,所 以 
(u € H. 对 (3.2.4) 再 求 一 次 导数 ,可 得 : 当 满 足 s 一 7 
Sks A 十 1 时 ， 

(Ou = hlr, u, n, D'u) 
+ 22M u, n, Du) Diu 


+ 5 har, u, ey DP eu) Dud u, (3.2.5) 


lai=k, |8| —& 


利用 Schauder 5| 8501, ?4 |e] <r, FI 时 ,五 " : H^C H.E 


it 2s— 5 —2k<s bx. «s (k — 1 可 得 (3.2.5) 右 
WP —SURCT HUS"). 相仿 地 ,因为 2 一 六 之 n 一 2 之 0, 巾 
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Ais 5 up HEX. 2. 5) 的 右 端 最 后 一 项 也 在 此 空间 中 、. 

现在 设 € HY), Wb ELSE pr, < 3s — n, 邑 由 引 理 3. 2. 2 知 
F(a, u) € Hn QO). 利用 线性 波动 方程 的 奇 性 传播 定理 知 w E 
Freee ni 反复 用 此 法 论证 ,可 得 定理 的 结论 . 癌 

引 理 3.2. 2 可 从 它 的 一 个 特例 推出 . 当 f(x, WHAT RK 
乘积 时 ,我 们 有 如 下 引 理 : 

引 理 3. 2.3 ÉL <sSe<3s—2, LIP EE Ca,» €) 
WE u, v € HWXEp N H*G,, £), WY le] 三 1 时 ,wD € 
Ht Gy, &). 特别 是 ,在 *、g 满足 上 述 条 件 时 , BOD N 
H (x95 $o) 成 一 个 代数 ， 

EYI 3. 2. 3 成 立 , 则 可 证 明 引 理 3.2.2 如 下 : 

引 理 3. 2. 2 的 证 明 ”本 引 理 的 证 明 与 引 理 3. 1. 1 的 证 明 相 
fi. 4 g —58 9138 3.2. 3 的 结论 由 引 理 3.2.1 nf 48. 4 es, 
Rd = min(2s — », 1) ,我们 由 f, u) € HP? (x, £0 来 推出 
f, u) c A(z, &,) BY. 这 里 自然 可 认为 ;三 p 一 à, PS g. 
对 f(a. za) 作用 微分 算 子 , 则 有 

D.f(a, u)) = hlr, u) + fila, wu) Du. 


由 假设 知 右 端 第 一 项 属于 He (n, 6) CHO Gs, £), HOH 
是 vDu 的 形式 ,其 中 v€ AD NA 7. E), u E BLD 站 
HG, £o), 故 采 用 与 引 理 3. 1. 1 的 证 明 中 同样 的 方法 ,可 以 由 引 
理 3. 2. WEAR f Cr, u)D,u € He (x, &) Ep < 35 一 nw 时 成 立 . 
于 是 D.C Ge, a)) 也 有 这 样 的 微 局 部 正则 性 ,这 就 导致 r, u) 
€ A(x, §). O 

现在 留 下 来 的 工作 就 是 证 明 引 理 3. 2. 3. 它 的 论证 比较 长 . 为 
了 以 下 的 运算 方便 ,我 们 将 波动 算 子 改写 为 : 


a- ] 
[T = D,D, 一 i DD (3. 2. 6) 
?一 了 
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事实 上 ,通过 一 个 简单 的 自 变 量变 换 , 口 即 可 变 成 (3. 2. 6) 的 形式 . 
见 , 利 用 pC) = symQ Y» 的 特殊 形式 : 


20 PD + 1 &+tn 1538 
a ri Ea >, £3. 22 


(3. 2. 7) 


从 而 有 如 下 引 理 : 

引 理 3. 2.4 设 天 是 除 原 点 外 不 与 { 扣 一 0} 相 交 的 一 个 锥 ， 
à FUME BTEC, 0, +, 0) 与 (一 1, 0,…, 0) 的 锥 邻 域 中 , 则 对 
任意 满足 o. + 0 二 o>0 的 选择 ,有 


Il Xk CD. uv || p+- 
< $5 Hue Oo, 8.28 
(ERE 


证 明 D A — 1 的 情形 给 出 证 明 ; 将 Xx CD D. uv Gc) 5 
X«CD, + D,)(D,, + D, X (OX. (Dy ua u(y) | yore 


其 中 xX.€ S1, CR?) 的 支 集 在 ( 士 1， 0, haat} 0) BY # So eB, EL y 


feu, ORES 1. 如 引 理 3. 1. 5 的 证 明 中 所 指出 的 ,在 Xx CE 
dx. (OX 7) 的 支 集 上 ,一 人 97》， 故 有 C” 函 数 如 ,其 支 集 为 
(0, co) 的 紧 集 ,使 得 


xx + OX, OX CP = XE + px x. Ox. Gp. 


e 
利用 (3. 2.7? 可 得 


X«C + DE + DX OX Gp 
en PO) , pn) 
tn + D| + £P e S coe gps, n) 


X X. HX- Op, (3. 2. 9) 
EB 5, DES? (ROBBIE. 此 外 ,由 于 b, 的 表示 式 中 含有 
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£,/v 5 95/9, G ~1) RE x9 EE A) ER. 而 在 
Xe (E+M WK E E. CE; 4-90 (+9. UR RI. 所 以 将 (3. 2. 9) 中 最 
后 -项 移 到 左 端 ,得 到 : 


XE +D 十 YX OX DM 
x Q— 9 十 有力)( + 22750, 0) 


x p> Pi 
= «C + nD E l ; 


故 
XkC + MCE, + DX COX OD 
= até, »| 2 + oe y, (Cx. 0D, 
1 p 
Rm 


X«CG + 9) Xx. (€ x. 0D 
1— SE +9) 4-220756, 9) 


EE SI (ROBBIE. 
于 是 ,由 于 D E suppl: 上 是 椭圆 的 ,有 估计 : 


li Xx Dauvw || ye 72 tty SS | XkCD)D., uv | H7 egn) 


até, 75) 一 


zx CIL PDD x XD, DOu()vCG? || nam 
+ ll ODD; X (D,, DOuGo)vG) | anam. 


CC il PCD, du I HER") | v Il IT 
+ dau ll a^a || PCD,)v | aeie)» 


其 中 0,25 Pi. 2 为 满足 own T0: Pf +p, =p 的 任意 的 选择 ,这 
样 ,就 得 到 了 本 引 理 在 & 上 = 1 时 的 结论 . A> MER, 
此 处 从 略 . 口 


§3.2 35 弱 奇 性 传播 定理 7i 


5|38 3.2.3 的 证 明 ”在 以 下 的 证 明 中 可 以 认为 >s, EW. 
定理 的 结论 是 平凡 的 . 不妨 设 u. v 的 支 集 都 在 zo 附近. 又 利用 氢 
微分 算 子 的 单位 分 解 ,可 以 设 & 与 5 的 支 集 在 充分 小 的 锥 Ki 与 Kz 
rp. 24 K Jg & 的 锥 邻 域 时 ,分 下 面 三 种 情形 讨论 : 

(1) 先 考 虑 Ki. K 中 至 少 有 一 个 在 名 的 邻 域 中 的 情形 : 

GK. K: 的 支 集 都 在 & 的 邻 域 , 则 vv E A, Du € Ho", 
由 Schauder 引 理 立 刀 可知 vD'u € He", 

车 K, 在 & 的 邻 域 中 , 面 K; 5 K 不 相交 , 则 vw € H*, D'u € 


HU. HX G— |a D + lel 之 部, 故 由 引 理 3.1. 5 的 结论 (1) 知 
Xx (DO CuD"u) € H=", 

XË K: 在 名 的 邻 域 中 ,而 天 : 与 不 相交 , 则 Du € Hr, 
v € H', 仍 由 引 理 3.1.5 的 结论 (1) 知 Xx CD) CoD"u) € H", 

(2) 车 Ki( 相 应 地 , KK) 的 支 集 与 口 的 特征 集 相 分 离 ， 则 在 
K, 中 口 Wi. 面 由 ( 口 )'v € H?7379— 知 v € HE (8 
Wh, D'u € H*-3-"—' ), FRE H8 9] 3. 1. 5 的 结论 (2) 知 
Xx CD) oD'u) € HM, 

(3) NTFS TUE K, Ko 分 别 为 特征 方向 £,. & 的 邻 域 , 且 
€, 75 &,, & Ae. 这 时 ， 

E € 2€— £,, 则 由 定理 2.1. 3 A, IILWFF CoD'uD EAT. E 一 
ILWF(Co) + IWFGD'u) 2 9. [Hd gt WT LY ie ab e a vu 
HRT £, 55 E, WMS OE 不 会 再 与 算 子 口 ' 的 特征 方向 相 
B24 K 在 RAMI ERF, E N K = XD) Du) 
€ H”, 

X34 €, — — 6 E, WAY S| 3.2. 4, a ls — 3 5 一 


2 1| 中 的 整数 ,将 (3 — n- laD- ERa +k- Z WER, 
就 有 
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o= k+ Bsn jal) 


n n -— 
z-[,-$-1)[9-$-1 


= (2s 一 2) —2 0. 
从 而 由 引 理 3. 2. 4 (8: 
|| Xxx CD) Dr || -1 te 
«C SOY eben HYD We 
t+ isk 
EK o, 十 o0, Zr o. 然后 选取 与 oj 如下: 
0&,—5,20,—5— lal, PE ih ki 
g, = [> 一 号 -让 -ww = 一 lel, Hi=xk, fj = 0; 


n 


a, = s, o, = (2s >k- jajj]— i-o j-k 


由 于 在 这 三 种 情形 下 VOD ele P A Du ze 一 均 有 
界 , 故 知 g < 3s — n BE. vD'u € HC Cra, &). 

ZG VÀ E SC PEA HT. REOR SIT sheds. D 

+1 半 线 性 波动 方程 的 3s 型 奇 性 传播 定理 首先 是 由 M. 
Beals 得 到 的 (网 文 献 L[9]) ,定理 3. 2. 1 中 的 结论 还 可 改进 到 过 
3s — n + 2 CRUSCRRL88]). 此 外 ,在 文献 [9j 中 还 对 变 系 数 二 阶 半 
线性 严格 双 曲 型 方程 的 情形 证 明了 定理 3.2.1 的 结论 . 

注 2 ss 型 的 奇 性 传播 定理 对 于 一 般 的 高 阶 双 曲 型 方程 并 不 
成 立 . 其 原因 是 在 证 明 半 线性 波动 方程 3s 型 奇 性 传播 定理 的 过 程 
中 ,要 用 到 波动 算 子 特征 锥 面 的 凸 性 ( 见 引 理 3. 2. 3 的 证 明 中 的 情 
EG). 而 在 高 于 二 阶 的 双 曲 型 方程 的 情形 ,方程 的 特征 维 而 不 可 
能 为 一 个 凸 锥 ,故此 时 上 述 证 明 方 法 不 再 有 效 . 在 文献 L42] 中 考察 
了 一 个 四 阶 双 曲 型 方程 ,并 以 此 作为 反例 说 明了 上 述 事 实 . 

由 定理 3.1.1 到 定理 3. 2. 1 都 说 明了 在 所 考察 的 半 线 性 方程 
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具有 一 定 正 则 性 的 解 存在 的 假定 下 ,此 解 的 不 太 弱 的 奇 性 的 传播 
具有 和 线性 方程 奇 性 传播 相同 的 特征 . 那么 , 半 线 性 方程 解 的 更 弱 
的 奇 性 传播 规律 如 何 ?经 进一步 的 研究 发 现 , 对 于 非 线性 偏 微分 方 
程 而 言 , 解 的 弱 奇 性 不 仅 可 以 由 传播 得 到 ,而 且 新 的 奇 性 可 以 由 载 
有 奇 性 的 特征 作为 新 的 奇 性 源 发 出 , 这 就 是 所 谓 奇 性 干扰 现象 , 它 
是 下 节 研 究 的 对 象 . 


$3.3 ” 奇 性 干扰 与 奇 性 指标 


上 节 的 讨论 说 明了 对 于 所 考察 的 半 线 性 方程 ,其 解 的 不 太 弱 
的 奇 性 传播 具有 和 线性 方程 奇 性 传播 相同 的 特征 . 那么 , 半 线 性 方 
程 解 的 更 能 的 奇 性 传播 规律 如 何 ? 经 进一步 的 研究 发 现 , 对 于 非 线 
性 偏 微分 方程 而 言 , 解 的 能 奇 性 不 仅 可 以 由 传播 得 到 ,而 且 新 的 奇 
性 可 以 由 载 有 奇 性 的 特征 作为 新 的 奇 性 源 发 出 . 这 就 是 所 谓 “ 奇 性 
干扰 现象 ", 它 就 是 以 下 要 研究 的 对 象 . 

首先 看 一 个 例子 ,考虑 Gt， xz) 空间 中 的 双 曲 型 方程 组 


(2, + Iu = 0; 
(a, — 3,)v.= 0; (3.3.1) 


dw = uv, 
在 + 一 0 时 满足 初始 条 件 ， 
[to r1; =| z>— l; = 
(—zx—-1)"*, ee o 


0, rl, 
' (3. 3. 2) 
的 Cauchy 问题 . 它 的 解 可 以 明显 地 写 出 为 ; 
ae x+t>1; 
0, rcl, 
fe 之 一 上 之 一 1; 
yY = 


C(-—a+e-1¥, r—tf«—], (8,8. 8) 
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0, IC TTA 1» < x’; 
ofp ((r — 19 — atyde, ( — DE 2» at, 
?十 ri 


易 见 ,a 在 + 十 + 二 1 外 为 0“, 在 Li:z 十 t 一 1 上 仅 属 于 
Hie > 0);v 在 x 一 1 二 1 外 为 0~, 在 L:zx 一 t 一 1 上 仅 属 
Ht, iw RE te = 1 LAE EL, tr = 0, > 
l.i 546 HE L bw RFA 于 是 ,作为 问题 


(3.3. 10. (3.3. DHR U = lu, v, w) Æt 之 1 时 奇 性 仅 出 现在 
Li 5 L; E, Ti TE t£ 13 RE LL. ER ACER EES. HEL, 


上 也 出 现 了 2n +S 阶 的 奇 性 ,这 个 奇 性 不 是 由 :< 1 时 某 条 次 特 
征 线 (在 一 个 空间 变量 的 情形 ,次 特征 线 即 特征 线 ) 上 的 奇 性 传播 
而 来 ,而 是 由 新 的 奇 性 源 L N Le = (x = 0, t = 1) 处 发 出 的 . 

这 个 例子 说 明 , 载 有 奇 性 的 次 特征 线 相交 时 ,交点 可 以 成 为 一 
个 新 的 奇 性 源 而 散发 出 新 的 奇 性 . 这 就 是 非 线性 方程 的 奇 性 干扰 
现象 . 由 于 奇 性 干扰 的 产生 , 非 线性 问题 解 的 坷 性 将 比 相应 的 线性 
问题 解 的 奇 性 更 多 ,其 分 布 也 更 复杂 . 对 于 仅 含 一 个 空间 变量 的 半 
BEYER wh AA, J. Rauch, M. Reed 等 对 奇 性 的 干扰 作 了 详 
细 的 分 析 . 例如 ,在 文献 [114] 中 他 们 对 一 阶 半 线性 双 曲 型 方程 组 
的 Cauchy 问题 定义 了 正则 性 指标 ,从 而 可 以 由 初始 条 件 的 奇 性 
预测 出 解 的 所 有 奇 性 分 布 与 其 强 着 . 这样 ,就 对 由 奇 性 干扰 所 产生 
的 新 奇 性 给 出 了 估计 . 下 面 对 具 有 多 个 空间 变量 的 波动 方程 的 
Cauchy 问题 讨论 奇 性 干扰 问题 ,同时 也 按 适 当 的 方式 定义 解 的 正 
则 性 指标 ,并 以 此 来 控制 所 有 因 奇 性 干扰 而 产生 的 奇 性 ， 

TE DE BR, c, > 0 中 讨论 Cauchy 问题 为 


x=] 
[Ju = (a2 一 Mil]. = fla, u), (3.3.4) 
i=] 


ul... — fos (a, u) |。-。 = $i. (3; 3. 5) 
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假设 在 该 区 域内 问题 的 [s > | 解 存在 ,希望 能 根据 初始 次 
料 的 奇 性 来 决定 解 的 奇 性 分 布 及 其 强度 , 下 面 仍 用 波 前 集 WF GO 
BUB ERR (zx, $) 来 描写 解 的 奇 性 ,但 为 刻画 奇 性 干扰 所 产生 
的 全 部 奇 性 ,还 得 引进 一 些 新 的 概念 

定义 3.3.1 8 055 R' PHAR ERIA T" (0) 上 给 定 
一 个 关于 为 正 齐 零 次 的 下 半 连 续 画 数 r(z, D ,满足 条 件 ， 


(1) r(x, ) > 3 


(2) rlr, O xr, 60 +r, £0 — LE sm A, é, € 为 球 


WS’ RIA, HEATERS 5 6 B AUI E. MA r ic, E 
AT MESH HK. 

引 理 3.3.1. Fra, Dg X dk OQ EB) OG TER ELEN 
上 的 分 布 x、v KERR SEINE s Cr, MH Sr, Ê), s, O> 
rlz, €), WR uv HEUER se, OS rie, 6. 

WEB] 电 于 正则 性 函数 表示 分 布 的 微 局 部 性 质 , 因 此 可 局 限 
在 面 定点 z 的 邻 域 中 来 考察 . Ha, E slr, E r(x, © 简 记 
A 5.00. s. 00. r. HEUER BEBO ER eRe, OA 
任意 的 > 0, FET ABM w BEER VEE RAY 
$ € C? Qu) 有 

fa («9 € I», (3.3.6) 


HHO) = Gc 8107. 对 wv 也 有 同样 的 估计 . 以 下 为 简单 起 见 ， 
Ru v 的 支 集 已 含 在 ww 中 ,从 而 在 以 下 的 运算 中 省 略 通 数 乘 子 
$. 

由 Fourier 变换 的 性 质 知 


b d) Ja (€ — m5 dz. (3.3.7) 


今 考察 uo 在 RE 中 的 衰减 性 ;给 定名 E RI, 要 证 明 对 任意 >0, 在 
& 的 锥 邻 域 Pi 中 
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(&y'*v-* ay (2) € LA. (3. 3. 8) 


We 0 4b). MO > z eX — E RE. Mr) 


为 下 半 连 续 , 故 对 此 处 给 定 的 £20, 可 作 &, 的 锥 邻 域 D. 了 ,使 
D, -D Cr, HEr PR PAR: l 


LO > r(&) — > (3. 3. 9) 


现 考察 以 下 的 积分 
| ty? AOR (| 
S [xe Cx, Dr, € — meto ct — m op IAT 
+ [xe xr, GP e, € — m mE 
x EY CE — 5$ a) dy 
+ | (Xr, CO Xe, PI Xr E — 0 7 
x EE Db Md — 
+ re, ces, Denr E — m 
x (£y'5?-*$ CE — pè (3) |dg 


=f+h+5+h, 


式 中 Xn, Xr, WAAAY GE AL. 以 下 利用 引 理 3.1. 3 来 证 明 
LBE L 可 积 的 , 今 取 


K,C P = Xr (Xr, Xr, (FE — 0» 
EYP E — g)7nfo*1 (gno, 


KẸ, n= Xe, E)Xp, Ken, È — 73) 
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x «&ytto- qe 一 gh dont, 
KÈ, 9) = Xr, COXe- sc, Mae, E — D 
MEMO gyro o6 
KE, D = Xr EDs 0, Xs se, C — D 
X (£349 7iegy riri (E 一 pontus, 
对 于 OK,» A 
(OE « (E — gy tt 4l gyo 


BR rh) > FAK WEHA S. 1.3 的 条 件 CT, 为 平方 可 积 . 
对 于 天 ,由 于 在 其 支 集中 


I = [EF — 9) —F] ScClE— 7 + (ED Sclél, 
所 以 
|K, (6, 3)| < CCE DELE E. 2) n/2—e g Ey rE tele 


<= C«é =. 5) "^-t, 


WK, EROS TEE US AR PEST. Ks EERE PIE. 所 以 I 
I, 均 平 方 可 积 . 最 后 考察 L E= Eg 视 了 “为 动 点 ,它们 在 
SN 上 变动 . 4, PRHE K, HRANA += FEN, 
所 以 由 合格 函数 的 性 质 知 


r rr) mr 十 (3. 3. 10) 
此 外 FR REPRE BY Cy, TAY BES IR CS. CE. IE 

4 agy P- € L (C$) : 

à (qu ?-5e pop. (3.3.11) 


这 种 锥 邻 域 组 (C$ x CH) 的 全 体 构成 对 (SRD X (SP) 的 
一 个 开 覆盖 ,从 而 可 取出 一 个 有 限 开 覆 盖 (Cs X Cs 并 作出 依 
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存 于 这 个 开 覆 盖 的 单位 分 解 1 = p 这 样 ,就 只 需 考察 各 个 与 核 
PaKa 相对 应 的 积分 17. 
基于 上 岁 的 支 集 的 特性 ,事实 上 只 需 考察 函数 


KV, M= Xr CO Xe sr, MX r E 
x Xe GDXc; (e (Eo?) CU ye LE yy -rl 6 
是 否 满足 定理 3.1.3 ARE L6 为 与 Ci、C’ 相对 应 的 好、 
E. 由 (3. 3.9)、(3. 3. 10) 知 
€ € n [3 
Mog ETT 


Sey eb yb I G212 
又 注意 到 在 KY 的 支 集 上 
IE — 7] >e] + 0m Zelk], 
igi zx ect — 9| + 18D Sclél, 
故 利用 (3. 3.112459 (3. 3. 122 EAS [E 3. 3. 1 AA 77 PAM 
而 I = > 克也 平方 可 积 .这 样 就 证 得 了 (3. 3. 8). 所 以 
Savy) D rE) — e 


HF e 可 任意 小 ,从 而 Sw Sr). RAF SH RE 中 的 任意 
点 ,从 而 得 所 需 结 果 . 品 
定义 3.3.2 Bee, OE T^ (TT) 上 给 定 的 齐 零 次 下 半 连 


续 消 数 ,满足 g(x, 0) T4 称 所 有 不 超过 g(x, 的 合格 函数 的 
上 确 界 为 g HSS HR, iF Alel. EI 


Ale] = sup{r(z, );r<g,r Qh}. — (3.3.12 
引 理 3.3.2 Be, OWT (DESEHHERK PRE 
续 函 数 ,满足 8Cz，6) >To REM u, v 满足 
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sz, E) D gi. È), slr, OZ gir, €, (3.3.14) 

则 
S Gr, 6) > ALgl(z, 8. (3. 3. 15) 
TEAR 先 证 明 4[g] 是 合格 函数 . BHT PREAH 
上 确 界 也 是 下 半 连 续 的 , 故 ALgj 为 下 半 连 续 . Ale] > 是 显然 


的 . 又 若 6L HS El zs 6€ GS, 则 由 A[g] 的 定义 
知 , 对 任 一 z, 以 及 和 全 0, 有 合格 函数 -~ Se fh Ale]. O< 
r(x, €) 4 6, Br i 


Atg)(az, <r" la, 0 tra, &) 4-8 — E 


<= Ale Cx, $&) F Alg lir. £,) + ó — = 


2 
由 5 的 任意 性 可 得 
AfglCx, 8 < A[g]G. &,) + A[eg Gr. 6) 一 > 
从 而 知 ALe 129 & eH. 又 53. 3. 14) 即 表明 
s.(z, 9 > Aler, £, s(2, 6) > ADgdGr, £) 
成 立 , 故 由 引 理 3.3.1 知 引 理 3.3. 2 Br. [.] 
注 当 .Fzr, 为 uw 的 具 C” 系 数 的 多 项 式 时 ,也 有 
sp > Ale l(a, Ẹ). (3. 3. 16) 


引 理 3.3.3. g(a, 满足 引 理 3.3.2 BREL k> t 则 


A[min(g, £)] = min( A[g], &). (3. 3.17) 


证 明 HF min(g, k) 三 g, 故 A[min(g, 4)] < Ale], Ae 
ALmin(g, 4)] 三 ,因此 A[min(g, k)] < minCA[zg], $). 
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以 下 我 们 指出 ,车 cCz，6) 为 合格 函数 , 则 min Gs OLEA 


格 的 . EXE Eo min Gr, 077 2E BRM. Xr € € GE, MWY 
alz, È) 之 上 时 ,我 们 有 


min(o(z, €),4) X k = min(eCr, 8) ,8) 


< min(o(z, £)) ,&£) + min(o(x, §),k) 一 F 


当 olx, &) >k 时 ,可 和 作 同样 处 理 ,而 当 olx, &) Sk, alr, &,) 
<k, 


min(o(r, E), k) Solz, £) atx, €) + olr, £,) — F 


< minlelr, &).4) + min(o Cr, £,) ,£) 一 a 


X miner, E) ,下 ) 为 下 半 连 续 , 所 以 它 是 合格 函数 ， 
任 取 一 个 不 超过 革 的 合格 函数 c, 由 于 4[Lg] 为 这 类 函数 的 上 
BRA RK 


eG, €) x Abg JGr, ) x gi, €), 
min(o(r, €),4) < min(g(z, £),&). 


由 于 minGe, k) 为 合格 函数 ,所 以 min(o, k) < A[min(g, &)]. 
注意 ALgj 是 所 有 不 超过 g 的 合格 函数 的 土 确 界 ,可 得 


minCA[g].&) < A[min(g, &)], 


效 得 引 理 的 结论 , 口 


定义 3.3.3 idv 为 线性 波动 方程 取 初 始 条 件 (3. 3. 5) 的 解 ， 
Rr Cr, (GIO 满足 


rr. £) = S.C, &), (3. 8.18) 
m4 0B, 
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r®? lr, H=min(s(z, D. inf AGS " ](y, M+), 


i, Der Gr, 8 


(3. 3. 19) 


APD Gs. RARE Go OW REE xc. 减少 方向 延伸 的 次 特征 带 ， 
我 们 称 
r(x, Ê) = lim r® (2, &) (3. 3. 20) 


为 问题 (3. 3. 40, (3. 3. 5) 的 正则 性 控制 函数 . 

注 由 定义 容易 证 明 r 中 (x, 0) 是 一 个 关于 的 单调 下 降 函 
XC EUR FRE , 故 其 极限 存在 ,从 而 定义 3.3.3 是 合理 的 ， 

定理 3.3.1 设 在 (3.3.4) 式 中 f(r, u) H u R CRK 


EMR PAREA EH, HE Ho [s> 2| , 问题 (3. 3. 40 5j 
3.3.5) 的 五 解 z 存 在 , 则 解 的 正则 性 函数 满足 
sr, 8) > raz, £), (3.3.21) 
AP r(x, 人 为 由 初始 条 件 (3, 3. 5) 所 决定 的 正则 性 控制 函数 . 
证 明 以 % 记 齐 次 波动 方程 口 = 0 满足 初始 条 件 (3, 3.5) 


的 解 ,E 为 口 的 前 向 基本 解 算 子 , 即 以 Eg 表示 方程 Dx = g 的 满 
足 齐 次 初始 条 件 


u |a =o = (2,u)|,-,— 0 (3. 3. 22) 
FE x. > 0 中 的 解 . 则 间 题 (3. 3. 4) 的 解 可 以 写成 
u =v + Ëf, u). (3. 3. 23) 
利用 (3. 3. 22 AWB HEEL Fags: 
Uy = t, u, — v + Elz, u), CE E» 0). (3.3. 24) 


BR, H u 为 问题 (3. 3. 40 5 (3. 3.5) 的 解 时 ,每 个 u 都 与 x 相同 ， 
从 而 可 通过 Ur 来 估计 u 的 奇 性 . 为 使 记号 简单 起 见 ,以 下 记 f = 
了 (Xx, uw). BEX 3.3.3 ll s Gr, E) >r”, E) HUE H, 


aK Sa, Gr. §&)>s5> $3 所 以 Sy, > 2 BA Sey, > a T1. A 
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u, =v +Ef WH 
su Cr, E) 之 mints, x, E), Se Cr, £)) 


= min| rU r,8), r + 1}. 
一 - 般 地 , 若 设 
sya, D Imin AP, Fk] 《3.3.25) 
成 立 , 则 由 引 理 3.3.2 及 引 理 3. 3. 3 可 知 


sí. ) > Al mincr^ Wigs 32 x + | 


= min| A[r^-" Jer, 0.5 | 
利用 线性 方程 奇 性 传播 定理 ,得 


SEf (Ts Emin] inf ADY], +1, 5 tei] . 


(y, PET (x, 
由 WS Ut Ef, 
(x, E) > min(Gs, Gr, Ê), sg; Go, £0) 


Seu 1 


> min| r? (zr, £), inf Alr- ")ty. 4) 


tye PEI <r, & 


Pis. FERN 


= min| r'^ Cz, Ok i}. 
所 以 (3. 3. 220 5 XE — 9] & MTL. 
35 r(x, 6) 为 有 限 值 时 , 取 上 充分 大 ,就 有 
nla, as Tre, Er(z, Ê). 
(3. 3. 26) 


Bat 1 
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W4 rlr, RtH okt, rP Cr, £) 也 是 十 ceo, 所 以 (3. 3. 21) 
maz. CO 

下 面 考察 一 个 鲍 子 ,以 获得 对 高 维 半 线 性 波动 方程 奇 性 干扰 
的 更 具体 的 认识 . 

A 设 wti= 1,2,3) 29 S" 中 不 相 重 肥 的 三 点 ,初始 条 件 
(3.3. DE z, 一 0 上 的 (ww,， OAAHE. TA ,线性 波动 方程 满足 
(3. 3. 5) 的 解 v 的 正则 性 函数 slr, OHA 


Pm @ EY ETIUT, UF 
sx, £) > 


+ eo, 其 他 ， 
(3. 3. 27) 


AP DON RIX REPRE. D = (G0 — 2), mac. 
D, 问 非 线性 问题 (3. 3. 40 55 C3. 3. 5) 的 解 的 奇 性 分 布 如 何 ? 
为 确定 非 线 性 问题 解 的 奇 性 分 布 , 我 们 构造 正则 性 控制 函 


$0.42 P, 为 球面 Sr “Ub ise Te. FI , 则 可 取 


95 
rO (x, £) zu Ta, Heuer; 
2s 其 他 ， 
从 而 
$5» G, H EUT: 


Afr iz, £) = 2 — È, æ = zo Ẹ € PP, 


35) — n, £ = 2,6 E AP, P,P, 


HPAP, P,P, 为 三 段 大 圆 弧 P.P, 所 围 成 的 球 而 三 角形 . 由 于 当 E 


落 在 PP 内 或 在 人 PPsP, 内 时 , (zx, 6) 不 属于 方程 的 特征 集 , 故 
这 些 点 的 奇 性 不 可 能 传播 出 去 . 从 而 有 
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rP¢z, &) = min(A[r@ Jaz, £) +1, r(x, £), 
ALO], ) = Afr Jaz, £), 
rlz, ê) = min(A(r™ Gr, O 4.1, rr, £55, 

故 得 到 xz 83 1E UU E ERE PC f T 
Sos Cr, £) EU Pi; 
2s 一 于 十 1,z 一 zeEUPPi 
su(z, £) > 
355 — n +1, T= r, EE AP,P,P,; 
+o, 其 他 . 
(3. 3. 28) 


土 述 计算 表明 , 除 ro 点 外 , 解 zx HOA EPR HE DG = 1, 2, 
3) 上 ,这 时 ,虽然 载 有 半 线 性 波动 方程 解 的 奇 性 的 三 条 次 特征 线 
相交 于 一 点 ,但 不 会 有 因 干 扰 而 产生 的 额外 奇 性 往外 传播 . 

BE RH. 保持 不 变 , 而 将 Ds 改 为 {(o (0 —2,), 
zi 一 os， 一 1)}, 则 情形 就 不 同 了 . 这 是 因为 此 时 在 x。 点 的 余 切 
空间 中 的 单位 球 上 ,APP:P: 内 可 能 含有 这 样 的 &, 使 (x,，&) 落 


在 波动 算 子 口 的 特征 集 上 . 事实 上 ,用 大 圆 弧 连接 P, 与 ,中 的 
任意 点 ,该 大 加 并 就 必 与 特征 点 集 || zo: A 7] : we se] 


相交 . 记 此 交点 集 为 {>}, 易 知 在 {7} 上 ALOE DRM BIER 
是 H EMU. FER 


a 


I 


p [a 一 Zp) Os X. 


das 1, ay ES 是 使 | zu oa a € ?的 点 , 则 
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$5» (Ts 60 EUT; 
28 — F Hl, r= tos ê EU P,P; 
r0 = 435, —n + 1, z= x Ê E APPP 
或 (z, &) € nh 
+œ, Kft. 
r(x, 6) = r(x, E), 
r(x, £) 一 rz, Ê). 
再 利用 的 任意 性 ,可 得 
so c, O EUT; 


2s — Lire €c€U Pp, 
sG.,02434—541, r= x, 6 € APPP, 


Ra, DE (P 


+ co, 其 他 . 
(3. 3. 29) 


WHR Fe os TEE RA) E. TERAH u 的 奇 性 . 这 正 是 由 非 
线性 干扰 所 产生 的 额外 奇 性 传播 所 导致 的 . 

从 以 上 的 讨论 可 见 ,对 于 给 定 的 H 解 x, 由 于 线性 传播 与 非 
线性 复合 的 双重 作用 , 解 在 某 些 点 的 奇 性 会 扩散 到 空间 中 较 大 的 
范围 中 ,但 我 们 在 这 里 特别 指出 ,定理 3. 3, 1 与 上 面 的 例子 中 对 解 
的 奇 性 的 分 析 是 对 最 低 限 度 正则 性 的 分 析 , 它 只 说 明 奇 性 可 能 在 
某 些 次 特征 上 出 现 . 一 个 自然 的 问题 是 :能 和 否 断 定 解 的 奇 性 一 定 会 
在 某 些 次 特征 上 出 现 ?这 是 一 个 很 有 意思 的 问题 , 昌 往 往 需要 十 分 
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细致 的 讨论 , 在 文献 [6] 中 己 构 造 了 一 个 确实 载 有 如 例 中 所 擅 写 的 
额外 奇 性 的 解 ， 

关于 半 线 性 方程 额外 奇 性 的 生成 ,M. Beals 还 证 明了 如 下 的 
命题 { 见 文献 [7])， 

定理 3.3.2 s> HH, ad PEE CHR), 
U RAR KBR Re CCR) ua CH CR’) 满足 
sing supp Cuo, «,) = (0), 使 得 Cauchy 问题 


的 — Mi) = fu’; 


u [xo = Hos u, lao =k, 


(3. 3. 30) 


的 解 w € HCO, Dx RO 的 奇 支 集 充 满 整 个 锥 (GS lz) <a, 
OSt< 1}, 在 此 锥 上 的 奇 性 为 H” rt WR. 

我 们 知道 ,波动 算 子 由 原点 出 发 的 所 有 次 特征 线 都 位 于 以 原 
点 为 项 点 的 特征 锥 面 上 . 因此 ,按照 线性 方程 解 的 奇 性 传播 的 特 
点 ,对 线性 波动 方程 的 解 而 言 , 初 始 资 料 在 原点 的 奇 性 至 多 只 能 传 
播 到 整个 特征 锥 面 上 . 定理 3. 3. 2 却 告诉 我 们 , 半 线 性 方程 
Cauchy 问题 (3. 3. 26) ARRAY Er "17 阶 奇 性 可 以 蔓延 到 特征 锥 
面 的 表面 和 整个 特征 锥 体 的 内 部 .于 是 ,这 个 特例 就 说 明 ,即使 对 
于 半 线 性 波动 方程 ,3s 型 的 奇 性 传播 定理 也 己 是 最 佳 的 期 望 了 . 
对 于 一 般 的 非 线性 方程 ,能 期 望 的 就 更 少 , 因此 ,为 刻画 非 线 性 方 
程 解 的 更 弱 的 奇 性 的 传播 或 干扰 等 行为 ,必须 引入 新 的 概念 与 方 
x. 


$3.4 余 法 奇 性 的 传播 


如 上 节 末 必 所 述 ,在 研究 非 线 性 方程 的 解 用 波 前 集 所 刻画 的 
奇 性 的 传播 与 干扰 时 ,至 多 只 能 考察 3s 型 的 奇 性 传播 . 而 对 于 一 
般 的 高 阶 方程 还 只 能 限 子 考察 2 型 的 奇 性 传播 . 这 在 奇 性 传播 问 
题 的 研究 中 是 一 个 很 大 的 限制 . 此 外 ,在 许多 应 用 问题 中 , 偏 微 分 
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方程 解 的 奇 性 往往 表现 为 波 阵 面 , 在 波 阵 面 外 , 解 是 光滑 的 ;在 波 
阵 面 上 , 解 在 它 的 法 向 有 较 强 的 奇 性 , 面 在 它 的 切 向 , 仅 有 验 得 多 
的 奇 性 . 这 时 , 仅 考 察 2s 型 的 奇 性 传播 就 无 法 刻画 这 些 波 阵 面 . 因 
此 ,现在 要 引进 另 一 种 描写 函数 奇 性 的 方式 , 称 为 余 法 并 性 . 并 将 
载 有 余 法 奇 性 的 分 布 称 为 余 法 分 布 . 由 于 所 讨论 的 问题 不 同 , 余 法 
分 布 也 有 多 种 定义 方式 . 总 的 来 说 ,这 个 概念 比较 直观 , 它 适合 于 
直接 描写 波 阵 面 的 传播 . 

以 下 所 讨论 的 余 法 分 布 , 总 是 依赖 于 一 个 低 维 流 形 或 低 维 流 
形 集 而 定义 的 . HSS, n SOS OC RECTE SR. 
FORCA, TG2)) 中 所 有 与 S PRA S, 都 相 切 的 切 向 量 场 
集合 , 如 果 按 照 向 量 场 的 换 位 运算 ,YY (S) 构 成 Lie 代数 , 即 对 任意 
Vi V, € ? BAY V] EY, Wig 9 (5S) 为 完备 的 . 

切 向 量 场 集合 (5) 的 完备 性 与 坐标 选取 无 关 , 这 一 事实 从 
几何 意义 上 来 看 ,是 十 分 明显 的 . SUS 仅 含 单个 曲面 的 情形 验 


证 之 . BS 的 方程 为 f(x) = 0, HBV, = Ya 2. V, = 


D4 5, 属于 YCS) His Da 23 = X24 = 0, i 
[Vi V;] € 7" CS) BR 


ab, af 
D(a 3% — sons - 0. (3. 4. 1) 


le abd fm lata Vin Va 
变 成 Dazz Dib yp RH a, = a, 225, B, = b, DR 于 是 


Dla 35 i 22 2g 


* gy, Ayl AY, 


m (a, 2% ~ p, 99: OF Ox 
"Dx; IT! 8x, ay 
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a g* 
= | : 3, 3 + aib; 2: 
dz, 82; LETCE A 
—b da, 3 y = ba 3*y, | af ax 
B On; da; me Px, az åy: 
ab; za) af 
= QC Lp 5 25, —0, 
Ç az; b 3 ax, ” 9 


所 以 在 新 坐标 系 中 来 看 ,LVi，YV?:] 仍 与 SWH. 
定义 3.4.1 车 (5S) 为 完备 的 切 向 量 场 集 , Ag u E 
HD, 是 对 任意 的 ik, 以 及 Vis tts V € v" C8) A 


ViewViu € Hie), (3. 4. 2) 


WPR u 是 五 :上 相对 于 3 的 类 阶 余 法 分 布 , 记 为 zx E HOA, S), 
并 将 HR, S) 称 为 余 法 分 布 空间 ， 

如 前 面 多 次 说 明 的 ,函数 的 奇 性 是 一 种 局 部 性 质 . 故 为 使 记号 
简单 起 见 , 以 后 如 无 特别 需要 ,我 们 均 将 下 标 loc OH. 

在 此 我 们 用 一 些微 分 几何 的 术语 来 说 明 余 法 分 布 的 几何 意 
XS 中 的 任 一 子 流 形 S XE TE RR x € S, RIPE S E x 8 
Way TS) CTAR, S TE c 点 处 的 法 向 量 均 属于 余 切 空间 
T 《R") ,它们 的 全 体 构 成 余 法 空间 

NS) = {fE TI (R); (a, = 0, Ya € T,CS)). 


当 z 遍 历 5S 时 ,Nz(3) 全 体 构 成 集合 UNS, 对 此 集合 可 以 赋予 
向 量 从 的 结构 , 称 之 为 余 法 从 N* (OS). BRO 05) 中 的 任 一 向 量 
HRE N (S$) 的 零 化 子 , 反 之 亦 然 , 所 以 余 法 分 布 在 5 所 含有 的 
各 于 流 形 的 切 方 向 有 较 高 的 正则 性 ,而 在 余 法 方向 载 有 较 高 的 奇 
性 ,这 就 是 我 们 将 五 ”上 (92,，5) 称 为 余 法 分 布 空间 的 由 来 . 


完备 的 向 量 场 集合 (CS 中 可 以 选 出 一 组 基 BL {V，…， 
Ys 它 的 含义 是 :对 任 一 向 量 场 V € r, 必 可 从 此 基 中 选 出 Y 9 


no V HV 表示 成 它们 的 线性 组 合 : V = Dav. Hp a Hi 
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* 0 上 的 CoRR. 于 是 ,y- 的 完备 性 可 以 表述 为 :对 任意 VV,、 
V,€ B. 存在 C" 系数 C 使 得 


Vo V,] 2 DC. (3.4. 3) 


显然 , (3. 4.2) 式 中 作用 于 w 的 向 量 场 可 以 只 在 某 一 组 基 中 
选取 . 利用 给 定 的 一 组 基 ,我们 还 可 以 定义 HN, S) 的 范 数 为 


Il 2 I] unto s = OW, Vie”, (3. 4. 4) 


Hpli<k, m Vs o VV 为 任意 方式 选 自 基 中 的 向 量 场 组 . 显 
然 , 按 HC, S) 的 不 同 基 的 选取 所 导出 的 范 数 都 是 等 价 的 . 

Hue HQ, S), WES Hue H**, 又 若 z Es, Erh 
邻 域 中 ,S 为 过 的 一 个 光滑 超 曲 面 5,( 余 维 数 为 1 的 子 流 形 ), 则 
u FES, IE H 微 局 部 正则 ,而 在 S A A (OSEE 
则 .由 于 * 与 上 没有 直接 的 关系 ,所 以 在 方程 的 解 仅 属于 H 的 
假定 下 , 余 法 分 布 可 以 用 于 考察 解 在 某 些 方向 具有 很 弱 的 奇 性 的 
传播 . 

下 面 给 出 一 些 例子 ,以 便 对 余 法 分 布 有 些 较 具体 的 认识 . 

Ai 当 S 为 单 张 超 曲 而 Si: 2, — 0 时 ,or(S) 的 基 可 取 为 


TD, , D... De. 
由 直接 演算 可 知 (C5) 是 完备 的 . 又 由 定义 可 见 ,空间 H^ (0, 
SW) 由 一 切 满足 条 件 
(aD, I De Do € HM, a eta xh 
的 函数 所 构成 . 


例 2 @&S 由 平面 5S, :x == 0， Ss :Xz = 0 以 及 它们 的 交 


T:n =n = 0 所 构成 , 则 o^ (5) 的 基 可 以 选取 为 ; 
xD, aD, D, D 


qo 
-* 


也 容易 通过 直接 演算 ,得 知 ORRA. 面 空间 H^ (Q. S) 
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由 一 切 满足 条 件 
GD, Y (2D, Ye Dou € HD), 


a, ++ tec 


的 函数 所 构成 . 

如 本 章 前 两 节 所 看 到 的 ,所 考察 的 具有 特定 奇 性 分 布 的 函数 
类 ,是 否 关于 非 线 性 运算 为 封闭 的 性 质 ,在 研究 非 线性 方程 解 的 奇 
性 分 析 中 是 至 关 重 要 的 . 为 此 ,我 们 证 明 以 下 的 引 理 : 


引 理 3.4.1 若 Y(S) 为 上 面 引进 的 向 量 场 集合 , s > 25 k 


为 正 整 数 , u,v € He’, f(z, u) AEFI CoRR. UI] uv € 
H*', f(x, u) € H**. 
WEBA 先 设 过 = 1, 对 wv FAY 中 的 算 子 V ,我 们 有 


V (uv) = uVv + vVu. (3. 4. 5) 


由 Schauder 3| 8 An bs wa Hu BT V RIBUS 97 中 的 任 
意 元 素 , 故 wv € H^, fix. u) € H^. 对 于 大 >>]1 的 情形 ,可 以 
利用 微分 的 Leibniz 公式 证 得 wv € HF, 

现 考察 f(z, u) 将 算 于 Y 作用 于 它 , 可 得 


Vite, u) = filr, u) + fr, u)Vu. (3.4. 6) 


显然 , Vu € H. hF u E H ASAC, u), falx, u) € HF. Wil 
《3.4.6) 的 右 端 属于 五 ' ,这 说 明 f(x, u) € He 今 若 对 某 个 正 整 
BOR CORUM u 的 任意 非 线性 复合 属于 Hn ^ RIO. 4.6) 的 右 
端 为 A RR RFR. WR OAS, 这 说 明 f(x, u) € 
AN, 依 此 法 递 推 , 即 得 f(z, wo) € A [] 

下 面 讨论 在 区 域 O 中 的 半 线 性 方程 


Pu = F(z, By ttt DD" ny (3. 4. 7) 


解 的 余 法 奇 性 沿 特征 曲面 的 传播 ,这 里 Em 阶 具有 C" 实 系数 
的 线性 偏 微分 算 子 , EERE CRR. 如 上 节 那 样 , 我 们 设 
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2,= 2) (20) & T A=) ix, <0} 的 决定 区 域内 . 并 设 
P HERTE pala, OTHE, 的 多 项 式 , 其 实 特征 根 均 为 单 根 . 我 
们 有 如 下 定理 : 

定理 3.4.1 iE S 是 区 域名 中 算 子 了 的 特征 曲面 ,w 是 方程 


(3.4.7) 的 HD) 解 ,s > 7 +m—1, Hu€ HA, S), 
则 u € H+, S). 

WEB] 通过 适当 的 坐标 变换 ,可 设 S 的 方程 为 x, = 0. 于 是 
算 子 PP 可 以 写成 


P = za G)D?, + 2 A(z, DD, + A(x, D), 
了 一 2 
(3.4. 8) 
其 中 ar) € Cu A; = 0, 2, "e, n) jim —1 阶 偏 微分 算 子 . 


对 于 %(S) 的 基 向 量 场 V, = rD. E V; 2 D,(j 22) , 我 们 可 以 通 
过 直接 的 计算 写 出 


[V;, P]= Bot DBV; 十 BP, (3.4.9) 
3 一 1 


其 中 B, 是 以 C” 涵 数 为 系数 的 mm 一 1 BRE FOB, 是 C™ 
PHA. (3. 4. DIXA V, -F P 的 交换 子 可 以 表示 为 了, 与 P 的 线性 
A. IA RMF KARA. 

将 便 等 算 子 了 视 为 Vo, 则 V., P] 自然 也 可 写成 (3. 4.9088 
形式 ,其 中 相应 的 Bo. Bo; IAE. 于 是 ,在 方程 (3. 4. 0 WERE FH 
ST. VO x i XD. e 


PV + DI BV je = VF (a, Uy tty D"-'u). 
2-70 
(3. 4. 10) 


A U —'(u, Viu, a Vu), 通过 求 导 运算 可 以 将 (3. 4. 10) 的 右 端 
写成 Pix, U, TU, DVO) AFB ;其 中 F; 为 其 变 元 的 C^ 函数. 


* 
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将 所 有 对 应 于 0 到: Sn BG. 4. 100 RB IE CSS A 
PU + BU = FG, U, ++, DTU). (3.4.11) 


此 式 左 端 是 一 个 m APE LH E SR GE A RT BELT 82 E E 
个 元 素 都 是 p. Gi. E) ,根据 定理 的 很 设 知已 所 H'G2 0, BEEURIFI 
定理 3.1.4 的 注 可 知 U € ACD). hu € HNO, S). 这 样 就 在 
k = 1 情形 下 证 明了 本 定理 . 
为 讨论 > 1 的 情形 ,和 需要 一 个 比 (3. 4. 9) 更 一 般 的 交换 子 关 
系 式 , 即 
(V, P]= >) B.,V'- > CLkV^P, (3.4.12) 


HII IK[x|r|—1 
AF V= VeV, H| =, X Bi 为 mr 一 1 阶 偏 微 分 算 子 ， 
Crhx 为 C“ 国 数 . 这 个 交换 于 关系 式 不 难 用 归纳 法 证 得 .事实 上 , 若 
(3.4. 12) 对 满足 17] 一下 的 了 成 立 , 则 对 满足 | 了 1 一 上 十 1 的 指标 
r 有 
[v", P] — [V.V', P] = V[V', P] 4 (V., PIV 


=V, $ BV + S, CVP) 


IAE 1J/|&—1 
+ (Bo + 3) BV; + BIP)V* 
lI 
= 5 Bi, V” 


id |l 
十 > C4 VIP — B[V', Pl1+ BV/P , 
Jick 
再 将 17) 一 和 的 (3.4.12) 式 代入 右 端 , 即 得 17] = 天 十 1 的 
(3. 4. 12) 式 .于 是 ,由 归纳 法 可 知 ,交换 子 关 系 式 (3.4. 12) 对 一 切 
重 指标 了 成 立 . 
有 了 一 般 的 交换 子 关系 式 , 令 U BIE u, s, Viu, 
…) 该 列 向 量 中 包含 所 有 形式 为 Vi…V; U 之) 的 元 素 , 则 通过 
对 (3. 4. 7) 两 端 作用 算 子 ,并 利用 (3.4. 12) 即 可 得 到 方程 组 
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P,U, + BU, = Flr, DU,). (3. 4. 13) 


ERE m AA T EE CIS RE HK TR 
SK) HER EAX A E, ARME pules 0. (3.4. 132 6] 
4398 AB RDU, ORR m — 1 Bre SX H F AREH C 
水 数 . 同样 ,利用 定理 的 条 件 可 知 , Ui € HO), 故 再 次 利用 定 
理 3.1.4 RE ik, u[ AU, € H'GD, Blu € HHR, S). O 

从 以 上 的 证 明 过 程 可 知 ,在 建立 了 一 个 措 写 解 的 余 法 奇 性 的 
向 量 场 集 学 (5) 以 后 ,证 明 余 法 奇 性 传播 规律 的 关键 就 是 证 明 交 
换 子 关系 式 (3.4.9) 或 (3. 4. 12). 这 一 点 在 以 后 的 讨论 中 可 反复 地 
看 到 ,因此 , 像 定理 3. 4.1 的 这 种 证 明 方 法 也 称 为 交换 子 方法 . 当 
KS (5) 本 身 的 完备 性 以 及 相应 的 余 法 分 布 空间 关于 非 线性 复 
BAS PAE ,都 是 在 讨论 奇 性 传播 时 必须 作 的 准备 . 

以 下 再 讨论 载 有 余 法 奇 性 的 两 个 曲面 相交 的 情形 . 设 区 域 0 
和 方程 与 前 相同 ,曲面 S$,、S; 为 算 子 PP 的 特征 曲面 ,它们 模 截 相 
交 于 2 中 的 T; 且 过 本 无 其 他 的 特征 曲面 , REO 上 方程 
(3. 4. 7) 的 解 在 特征 曲面 S$,、S。 上 有 余 法 型 奇 性 . 我 们 将 {5,， Sas 
刁 } 记 为 S,2 05) 为 前 面 所 对 应 的 切 向 量 场 集合 ,这 时 有 如 下 的 结 

定理 3.4.2 设 w 是 方程 (3.4.7) 的 总 (2) 解 , s > +m— 
1,zx 在 只 -上 的 限制 属于 H^ O, S; US), Ma 在 整个 DR 
F HAO, S). 

证 明 ”如同 定理 3.4.1 的 证 明 那 样 进行 . PERIL A KBE 
说 明 :由 例 2 知 ,YC5) 是 完备 的 ,从 面 可 以 定义 空间 H**(0, S), 
它 关于 非 线 性 复合 为 封闭 的 ,所 以 问题 的 关键 在 于 ,证 明 交 换 子 关 
Ah. 在 适当 的 坐标 变换 下 »$1. S5 可 取 形 式 ZI 一 0，za 一 0， 由 
于 它们 是 算 子 书 的 特征 曲面 , 故 己 应 具有 形式 


P = KD, D, + LAV, + Ags (3. 4.34) 
= 


94 x AE BBY BF HE DT 第 3 章 
HPV, = zD., V= Da + Vj; = D.O Z2 3),K im — 2 BT. 
AA x j X 5) HÀ m — 181. AKAT P RAM HR AE fl 
MMe n = 2 =F = =F =O K MRE, 5 天 0. 
id H BWA, O = (x, 人 十 3e WEEK 2 — m Br 

i-a 
拟 微分 算 子 , 则 有 


HK = I + SRY, + Ry C3. 4. 15) 
HP R, 都 是 一 1 阶 的 , 故 


D, D, = DaDa] HK 一 S RV. R.) 
7=1 


= HP+ DBV, + Bo, 


其 中 BOSS) 为 一 阶 算 子 .于 是 ,根据 己 的 表示 式 (3.4. 14)， 
交换 子 [P, 了 ,] 可 写成 


[P, V,] = XCV; + Co t+ GD, D., 
= CV, +C. + GHP + SEV, + E, 


其 中 C;、 Ej m — 1 FORCE HCE m 一 2 阶 算 子 ， 
HV. remy V. 作用 于 方程 (3. 4.7), # WU, =' (u, Vie, "NS 
Vu, 可 得 方程 组 


PU, + BU, = LF (z, Us ones D'"CUD, (3. 4. 16) 


其 中 B 为 m 一 1 阶 拟 微分 算 子 矩阵 , 工 为 零 阶 氢 微分 算 子 , 与 
〈3. 4. 11) 相 比 ,方程 组 的 左 端的 主 部 相同 ,而 右 端 多 出 的 零 阶 拟 微 
分 算 子 是 HB) H* 的 映照 ,所 以 仍 能 用 定理 3. 1.4 的 方法 证 明 从 
U, € H' Q2.) 可 推 得 U, € HO), 所 以 xz € HO, S). 

u € 五 ”0, S) HER A A A HE. E] 

定理 3.4.2 说 明了 当 两 个 载 有 余 法 奇 性 的 特征 曲面 模 截 相交 
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时 ,如 果 过 交 线 没有 方程 的 其 他 特征 面 , 则 奇 性 沿 着 特征 曲面 传 
播 . 并 不 产生 新 的 奇 性 . 但 是 如 果 有 其 他 的 特征 曲面 道 过 该 交 线 ， 
情形 就 不 同 了 . 这 时 ,也 必须 考 趾 非 线 性 奇 性 干扰 现象 ,对 此 将 在 
下 节 中 进行 讨论 . 


§3.5 uk TERT A 


一 、 余 法 分 布 概念 的 拓 广 

在 上 节 中 ,曾经 看 到 了 在 证 明 余 法 奇 性 传播 的 定理 中 , 疝 量 场 
集 YY(S) 对 于 偏 微分 算 子 P. 的 交换 子 关 系 式 起 着 关键 的 作用 . 然 
面 ,在 有 多 个 特征 曲面 模 截 相交 于 同一 子 流 形 时 ,这 样 的 交换 子 关 
系 式 并 不 一 定 成 立 , 这 时 就 需要 设法 扩充 交换 子 的 涵义 ,使 之 适合 
于 分 析 解 的 奇 性 . 现在 先 用 一 个 例子 来 说 明 交 换 子 性 质 不 成 立 的 
情况 确实 存在 ,而 且 实 际 上 是 很 多 的 . 

例如 , 若 考 察 方程 Pu — f(x, u, Du, D'u) 的 解 的 奇 性 ,其 中 
P= D, D, Da + Da). 此 时 , 算 子 P 关 于 方向 (1, 1) 是 双 曲 的 . 
如 果 已 知 在 x +r: < ONTA u 在 平面 9 : zi = 0, S,: zz 一 0 上 
有 余 法 奇 性 ,希望 得 知 u Æ x, dox > OM MAE. dus 为 由 平面 
Si t ri = 0, 8,323; = 0, S 1x, = Zz 以 及 它们 的 交 TT: xz, = ar 
= 0 所 组 成 的 子 流 形 集 , 现 在 首先 来 找 出 (5) 的 基 , 由 上 节 例 2 
知 , 若 一 个 向 量 场 Y 与 5,、S;、 丁 相 切 , 它 必 可 写成 


az Da, -+ aT D, 十 > 
AMAT S, LV RFS; 相 切 , 故 这 个 向 量 场 在 S. 的 余 法 从 上 
象征 为 零 , 从 而 有 Co RR b 满足 


Quz, — agr, = bm, — z2), 
由 此 可 得 


(a, 一 bz = (a, — b)x;. 


EN BRE AGUAS BR C7 UMEE C7 EY c tË 
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ay — b = CTi, Qg — b= Cr, 


这 样 一 来 ,7 可 以 写成 


6(a,D,, + xD.) + exixCD,, + Di) 十 ab, 
! (3.5. 1) 
反之 , 任 一 具有 (3. 5.1) 形 式 的 向 量 场 必 与 S 中 每 一 个 子 流 形 相 
9i. BURT 77 650. 以 上 的 推导 说 明了 区 05) 的 基 可 以 取 为 
V, = Da F Dao Vi = onmO,., ED. 


V, = D G 23). (3. 5. 2) 


现在 来 考察 交换 子 关 系 : 作 了 与 V; 的 交换 子 , 利 用 Poisson 
括号 的 记号 


TE 3 9 9 
UG, O, gx, 0) = 5 E 2L 38 i 
1 j ; 


l (3. 5. 3) 
则 有 
Sym(P, V,] = (&,£,C, 十 êD xim (5 + 5D) 
= 2C x65 + &) 
+ C, + & G8 + 226) 


和 2n + zP + F 十 AIEA 十 2,63), 
(3.5. 4) 


显然 , 若 要 交换 子 关系 成 立 ， C +o). + 2.8) 就 应 该 能 用 
P、Vi、V; 的 象征 具有 CC" 系数 的 线性 组 合 表 示 . HF Sym P, 
Sym V;, Sym [LP, V; BEC & + & WAT. Sym V, 不 含 这 一 
因子 , 故 [P, V,] 应 该 能 用 了 与 了: 线性 表示 , 即 x 每 + zx 各 能 用 
x,z; 与 6,6, 线性 表示 . 现在 可 以 简单 地 判定 ,这 一 要 求 是 不 可 能 
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实现 的 . 

因此 ,为 了 在 更 一 般 的 情形 下 对 方程 解 的 余 法 奇 性 进行 分 析 ， 
必须 在 更 广 的 意义 上 来 理解 交换 子 关 系 式 . 一 个 可 行 的 办 法 是 不 
要 求 交换 子 关系 式 (3. 4. 9) 中 的 系数 为 C” 函 数 或 偏 微 分 算 子 ,而 
允许 它 为 拟 微分 算 子 .相应 地 ,也 不 必要 求 (3, 4. 9) 式 在 局 部 意义 
下 成 立 , 而 仅 要 求 它 在 微 局 部 意义 下 成 立 . 但 要 求 我 们 将 余 法 分 布 
的 概念 作出 新 的 解释 . 一 些 相应 的 性 质 , 如 余 法 分 布 空 刘 关于 非 线 
性 运算 的 封闭 性 需 重新 证 明 . 以 下 就 从 这 些 基 本 的 工作 开始 ,对 比 
上 节 的 讨论 ,读者 可 清楚 看 到 每 一 步 讨论 的 目的 以 及 下 一 步 应 该 
作 什 么 . 

现在 由 重新 定义 余 法 分 布 空 间 开 始 ,以 OpS* K k AMADA 
子 类 ,对 于 给 定 的 OpS' BAT M, e, M AEN 1 与 {M,} 为 
EVA OpS 算 子 为 系数 所 生成 的 算 子 集合 A,A OpS? 拟 徽 分 
HF 48. BU 

M € AM € OpS!, 


N 
B ` M — MXAM,- A, A; € OpS". (3.5.5) 


很 清楚 ,一 个 拟 微分 算 子 是 否 属于 .和 ,只 决定 于 它 的 主 象征 . 
因此 ,可 以 说 一 个 算 子 L 在 Xo 点 局 部 地 (相应 地 ,在 (x。， Eo) n 
eM 7, REE M c A, M — LB 3ESRÓEXE z 的 
邻 域 ( 相 应 地 ,在 (ze， 人 ?的 邻 域 ) 中 为 零 . 相仿 地 ,还 可 以 说 , 算 子 
H Ly, n Ly} FE zo 的 邻 域 局 部 地 (相应 地 ,在 (zo，&) 的 邻 域 微 
局 部 她 生成 .入 ,如 果 对 任 一 M € ERE A, € OPS << 
N) ,使 得 M — >) 4,L, 的 主 象征 在 该 邻 域 中 为 零 . 

(3.5. 5) 式 类 似 于 8 3. 3 PUV, e, Vw 来 构造 的 线性 表 
示 式 ,其 重要 的 不 同 之 处 是 (3. 5. 5) 式 中 的 A, 可 以 取 为 零 阶 拟 微 
分 算 子 .这 比 C~“ 通 数 的 范围 要 宽 得 多 . 


利用 (3. 5.5) 所 定义 的 拟 微 分 算 子 模 ,可 以 引入 余 法 分 布 的 第 
二 个 定义 如 下 : . 
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定义 3.5.1 4 为 给 定 的 定义 在 从 上 的 OpS? 拟 微分 算 
子 模 , 且 它 关于 拟 微分 算 子 的 换 位 运算 成 Lie 代数 . 记 HCO, 
-MU) 为 如 下 的 分 布 集合 : 


u € HR, Aleu € H' M, | Mu € H', 
(3.5. 6) 


HPSk, M, EA, WR HO, CO 为 余 法 分 布 空间 ,其 中 
的 元 素 称 为 余 法 分 布 ， 

对 于 特定 的 子 流 形 集合 SHAMS 的 .好 可 取 为 所 有 的 一 
阶 拟 微分 算 子 集合 ,只 要 它 的 象征 为 {N* S), SE5} 的 零 化 子 . 
显然 ,YY (5) 中 任 一 向 量 场 都 满足 这 一 条 件 . 

我 们 将 定义 3.5.1 55 83. 4 的 定义 3.4.1 EER. 对 于 给 定 
的 子 流 形 集 5S;{S,,，…，Sw}, 可 作出 相对 于 的 切 向 量 场 集合 
YA《S) 以 及 作为 诸 N "(5,) 的 零 化 于 的 拟 微分 算 于 集合 A. 由 于 
YS) 中 任 一 疝 量 场 限 制 在 余 法 从 TT* S, a, T Sy EAS, Be 
Y CM, HMR HNO, OCHO, 07). 那么 是 否 可 以 进 
一 步 有 HO, o) = HHR, 07) Ugo 这 要 看 具体 情况 而 定 ， 

34 S 为 单个 曲面 S 时 ,在 通过 适当 的 坐标 变换 ,将 8 化 成 
zi 一 0 太后 ,2 (5S) 的 基 就 如 上 节 例 1 所 示 , 而 .4 中 任意 元 素 的 
ERE pir, OMARE 


Pirri =9, En=0, =i =0, (3. 5. 7) 

a. §)x2, + Y'a, DE, (3.5.8) 

其 中 ai 为 齐 一 次 象征 ， ali => 2) ALSEE CR GE. 将 Qt 再 写成 
Sok. ,并 将 由 = 2 起 的 各 项 归 入 (3, 5. 8) 的 第 二 项 中 , 即 有 


pla, È) = b G, 2,6, + Mal(z, OR, (3.5.9) 
7=2 
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所 以 ,. 黎 中 的 元 素 可 利用 97 的 基 按 (3. 5. 5)? 的 要 求 表 出 ,从 而 
H, A) = Ha, 07). 


当 S = S, U S: U (S, N 5;) 时 ,在 通过 适当 的 坐标 变换 SS, 
So RAER r, = 0. x, = 0, 此 时 (5S) 的 基 就 如 上 节 例 2 所 示 . 
A 中 任意 元 素 的 主 象征 plo, OW SE: 


z = 0, &, = e =F, = O; 


plz, $) = 0, Baz = 0, 6, =F, [I o = FL =O; 
二 
(3. 5. 10) 


由 C3. 5.9) 的 第 一 条 件 p(x，, OM SR 
b, Cr, E)r 十 Sia! (ry ££, 
以 (3.5.9) 的 第 二 条 件 代 入 ,又 可 将 pe, OFM 


b, Eyr, + AET £)x,6, + e(2)é,€, + Saltz, £X. 
i-3 
(3.5. 1) 


再 根据 (3. 5. 9) 的 第 三 个 条 件 知 ,ce(z)? 可 以 写成 czi + core. 从 而 
cCr)8,8& 可 以 并 入 (3.5.11) 的 前 两 项 中 ,所 以 -zt 也 能 用 的 基 
按 (3.5,5) 的 要 求 表 出 , 故 得 AN, o) = Bn, o). 

但 是 ,对 更 一 般 的 子 流 形 集 S, 余 法 分 布 空间 Aa, o5 
H^ CQ, 7) 并 非 永远 相同 . 以 本 节 初 始 所 引入 的 AP. E 
35 9" (5) 的 基 如 (3. 5.2) 所 示 . BERIE al, 外 = m [6| 18,6, 
HED 是 T*(S,) 与 了 * (站 ) 的 零 化 子 , 却 无 法 表示 为 (3. 5.2) 中 诸 
算 子 象 征 的 线性 组 合 ,因此 ,在 这 种 情形 下 ,A 比 07 的 元 素 多 ， 
从 而 H, ?0Ww, H^'(0, WU) 含 有 更 多 的 元 素 . 

以 下 我 们 在 整个 RT 中 讨论 问题 ,为 了 记号 简单 起 见 , 也 常常 
HERED HZ A H (MH) 或 五 下面 一 个 问题 是 空间 
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H CM RRKF ERE AHA. 首先 ,当然 是 希望 它 关 于 
乘法 运算 封闭 . 可 是 ,一 般 来 说 ,这 一 点 并 不 正确 . 例如 对 二 维 情 
形 , 考 察 由 拟 微 分 算 子 《I — 507 7D, Da 所 生成 的 模 A. 由 它 构 
造 空间 H”, ZA IEY HEX e, K% rl |z) E 五 "” ,但 
jzid el & H^ 7, 所 以 ,为 了 使 所 要 讨论 的 余 法 分 布 空 间 对 于 
REHA RAAEN A 加 些 限 制 . 

定义 3.5.2 HR 为 一 给 定 的 拟 微分 算 于 模 . 若 对 任 一 
DER, ARIETES, ,7 € RNO, 存在 ze 的 邻 域 中 的 向 
B Z ，…，Z。，, 使 

OD Z; 在 (zo， £720 5 Cay, 52) 邻 域 中 微 局 部 地 属于 .Ai 

(2) 对 一 切 M € AFFE A, € OpS? G 一 1，…，9)， 使 在 
Go» 7) 的 邻 域 中 Sym(M 一 > A,Z,) = o. 

则 称 -A 满足 三 点 条 件 . 

定理 3.5.1 设 A 满足 三 点 条 件 , 则 对 s>> Lou 
HCO RARE. 

WIA AFA RRS RR OER (£07, 60) c 
SUUXSU' X55" ,可 以 找到 相应 的 向 量 场 组 {2Z,} ,使 定义 3.5.2 
PERE), (DEE, EHER O, x O, x O, 中 成 
XL. 由 5”!' 的 紧 性 ,可 以 选 出 有 限 个 这 样 的 邻 域 组 ,使 所 有 O; x 
O, XO; 形式 的 开 集 组 可 覆盖 S*…' x 57 x 870. 据 此 有 限 覆盖 
可 作 拟 微分 算 于 的 单位 分 解 1 = 》)E,(x, D.) KP E, € Ops", 
每 个 E; 的 象征 的 支 集 均 在 上 述 的 开 雏 邻 域 中 ,于 是 对 任意 的 2，、 
vA 


Mam) = 3) >) DEM, us Ev), — (3.5.12) 
. 上 式 右 端的 典型 项 可 以 写成 
DM(Bu - Cv) = 33DZ,Gu--Cv) 


= >) D,(Z,Bu * Cv) + 33 DGu + Z,Cv). 
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因为 在 Sym CD, Sym CO BI x RE. Z, 微 局 部 地 属于 A, 
Z,B.ZC € M. 利用 .A KÆR ZB. ZC 进行 分 解 ,就 可 将 
Mav RRA u, v, Mu, Mo 被 作用 零 阶 拟 微分 算 子 和 作 非 线 
TEM Gn Br ESI OS PR CON, Su, v. Mu, Mw). 由 于 u v 
Mu, Mv € H', 而 零 阶 拟 微分 算 子 是 H AH 的 映照 ,空间 ID 
又 关于 非 线性 复合 封闭 ,所 以 MG € Hl uv € H^. 这 就 说 
明 五 ”! 成 代数 , 进而 可 用 归纳 法 证 明 对 任意 正 整 数 上 ,空间 H7 X. 
ALI 

我 们 在 此 分 别 给 出 一 个 满足 与 不 满足 三 点 条 件 的 拟 微 分 算 子 
模 的 例子 . 

例 1 ik S 是 由 横 截 相交 与 荆 的 曲面 S. et, Sy 5ST AR 
的 , AH 为 由 这 样 的 一 阶 拟 微分 算 子 组 成 的 ,它们 的 象征 在 所 有 的 
NGD SN'D) 上 为 零 , 则 oet 满 足 三 点 条 件 . 

3St3- EST S8 GEB E Gn. EV), Cro EP), Gn, PÆ 
x€ 了 时 ,. 克 满足 三 点 条 件 是 平凡 的 . SH DET. 易 见 ,5S，， 
Ue Sy PEDE N 一 2 个 曲面 不 与 6 、 上 2 正 交 ,不 妨 设 它们 邵 
Sar ets Sy. iS’ =S, U Sz» 则 S'ARA SOTA 由 上 
节 例 2 中 所 示 的 向 量 场 基 经 坐标 变换 所 得 到 的 集合 而 生成 . Vie 
-MH 为 象征 在 N CS 、N (5S,)、N* (TT) 上 为 零 的 一 阶 拟 微分 算 
FRE M4 Cot. Bon 可 由 (5S) 生成 .于 是 ,对 任意 的 7 
TE Gro» 办 点 A BY 7 CS! AER. 另 一 方面 HE Cs. EORR 
中 或 在 (zo， #3) 的 领域 中 ,C5 或 Hi 与 .HY — LEGE X. 
3.5. 2 中 的 条 件 (1)、(2) 均 满足 . 

例 2 M=- Aay, D, 所 生成 的 拟 微 分 算 子 模 不 满 
足 三 点 条 件 . 事实 上 ,iM BRED 66,0-- 1610. 17. RTT Er = 
e? = 9 = (1, 0). 车 在 (1，0) 邻 域 中 向 量 场 wD。 +a D TH M 
表示 , 则 ww = 0, 所 以 Zi. Zo 应 取 为 D,,, 但 在 7 一 (1, 0) 的 邻 域 
中 ,MM 不 能 由 D, HR. 

I. WEE 

容易 用 递 推 法 将 定理 3. 5. 1 推广 到 任意 个 函数 乘积 的 情形 . 
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但 为 了 将 该 定理 推广 到 一 般 非 线性 函数 的 情形 ,在 下 面 的 讨论 中 ， 
还 常用 到 在 此 定理 的 证 明 中 出 现 的 记号 Se, Me) , 它 是 对 记号 
L rp ir ae got GR ER IK SER HE AS EE AT BT 
得 到 的 函数 ,并 称 之 为 拟 复合 . 

引 理 3.5.1 AC OpS’, 其 象征 的 支 集 含 于 一 个 小 的 上 四 锥 
中 ,.A 为 满足 三 点 条 件 的 OS 算 子 代数 , 则 对 M EA, 
Mtf(C4xz) 是 一 个 搜 复 合 , 即 可 写成 Su, Mu). 

证 明 注意 Au HAMEET T P, H f(Axu) 的 波 前 集 也 是 
如 此 . SR B Gr, DD) 是 象征 在 supp Sym(4) 上 为 1, 在 
supp Sym(4) 的 某 邻 域外 为 零 的 拟 微分 算 子 , 则 


Mf(Au) = BMfCGAu) + (O — BIMfCAu), (3.5.13) 


AUG 56 — AE REE WAS GK AW A). AEH 1， 
总 有 xs, 使 得 
Il G — BMF (Aw) |}, x Ca + sull". 


BMf (Au) = MICG,fCAv) 
= MOCGPOSs0Z;Au). 


因为 Z;A € -和 ,所 以 (3.5.13) 右 端 第 一 项 也 是 拟 复合 . 口 

5|38 3.5. 1 可 以 粗略 地 理解 为 : 当 算 子 M 作用 于 非 线 性 函数 
Ga) 时 ,可 以 幸 换 成 先 将 M 作用 于 uo ERIT HUM AMER. 

定理 3.5.2 id o 满足 三 点 条 件 ,* > -* F(x, un,» c, 
un) RF u 具有 紧 支 集 . zi(Cz) 均 属于 WC, k), W EFC, n GO. 
eft uxyCr)) € H(A, k). 

证 明 H Flr, uy. e, un) fli Fu), 4 FEC RAS 
出 


F(u(z)) = [exerce (dr, — (3.5.14 
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其 中 必 (r) 是 关于 zx 的 Fourier BHR. #1 一 >) Ex, D) 为 充分 
细 的 单位 分 解 , 则 有 


exp(ru) = |] exp GrE je). 
利用 定理 3.5. 1 x& f Z. RT AU M exp (ru) nf BR exp GrE;0. 


Miexp GrE,40 WS & LZ CexpGreEO , Miexp GrE;u)). 而 出 引 
Xi 3. 4. 1 4l MiexplirEwu) 是 一 个 拟 复 合 , 故 有 


Mexp(itu) = (ru, «M,u), 
其 中 se 所 包含 的 拟 复合 关系 与 r 无 关 .所 以 < 至 多 是 关于 r 为 
FECA. 由 于 六 为 速 降 , 故 积分 


f (tu, rM,u) F (cdr 


收敛 , 且 该 积分 也 属于 H. 
FAT RE Dr HS RT AREE M'F GO , ATE F GO € APC, k) Hy 
结论 , 口 
=. 余 法 奇 性 干扰 定理 
有 了 以 上 的 准备 ,就 可 以 来 讨论 余 法 奇 性 的 干扰 , 仍 讨论 半 线 
性 严格 双 曲 型 方程 
PG, Du = FG, +e, Dfu(x) ©) cm (3. 5. 15) 


W S. S: 为 (3. 5. 15) 的 两 特征 曲面 EF D CARY. HP SS e, Sn 
AH Tr 发 出 的 其 他 特征 曲 而 (参见 图 3. 5. D. RU IT PE, 

定理 3.5.3 Hue HG a com) 是 (3, 5. 150 AOR. 对 
z« 0. Au € HCR, Si U S, WHE ROP, 

(Du € HYE URS 外 ; 

(2 x € H^'Q2,, SO) ESNI 的 邻 域 (i = 1, 2); 


(Didt—£ — 5 m +1, Wh steih, u E He 
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3.5.1 


ES AP BBR CG = 3, m) SW u € HEA, SO ESNE 
的 邻 域 人 7 = 3, oe, mm) BP? sp k—t] 

证 明 iS = (S,, +, Sn T), dE ort 是 由 主 象征 在 所 有 S, 
与 卫 的 余 法 从 上 为 零 的 一 阶 拟 微 分 算 子 模 . 按 定义 3.571 来 给 出 
空间 HUC). 如 本 节 之 初 所 述 ER UP ROS ets, U 
$0 一致 , 故 在 Rm" Eu € HA) 根据 前 面 例 2 的 讨论 知 ,在 
Rop o 也 满足 三 点 条 件 ,因此 由 定理 3.5.1 和 3.5.2 知 ， 
HY “(YN) 关 于 非 线 性 复合 运算 封闭 , 于 是 ,为 证 明定 理 的 结论 , 关 
键 在 于 证 明 算 子 了 与 -的 生成 元 素 的 交换 子 关系 成 立 , 即 需 证 
明 , 对 任意 的 ME A, 有 


[P, M] € OpS™! + A + OpS* + P. (3.5. 16) 


ER X EIR RES 3:58 GE MA RSEMAMES XY PIL 
这 个 不 等 式 . 以 下 对 (zo， 6) 所 处 位 置 的 各 种 不 同情 形 进 行 分 析 . 
若 对 任 一 i, 有 zo 所 S., MG. 5.16) 是 平凡 的 . E x, ESN, WE 
REA N' (S,) 上 主 象征 Sym([P，M]) 为 零 , 故 [P，M] 可 用 .A 
表 出 .车 x。E 本 ,不 在 任 一 N*(S,;) 上 ,由 于 .1 可 微 局 部 地 表示 
任意 拟 微分 算 子 象征 , 故 (3. 5.16) 也 能 成 立 . BRIS. xS Er, 
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EE N' GO 的 情形 在 下 面 进行 讨论 . 

在 最 后 一 种 情形 下 , 先 注意 到 在 T*" (S,) 的 微 局 部 邻 域 中 M 
微 局 部 等 价 于 5, 的 切 向 量 场 , 故 LP，MJ 在 N' SO ERS. 男 一 
方面 ,由 于 算 于 卫 为 严格 双 曲 算 子 , 故 它 的 特征 是 单 重 的 ,从 而 主 
象征 Sym(P) Te =UT: ERR TSUDA TOS) 于 
AWE A, AL. RASA AC, E ERTU. M] 
—AG, D)P 的 主 象征 在 Ti 上 为 零 , 所 以 这 个 主 象征 在 Tr 
AT Sd 上 为 零 , 故 [LP，M] 一 A(x， DP 微 局 部 地 属于 -A B 
(3. 5. 16) 成 立 ， 

下 面 我 们 如 定理 3. 4. 1、3. 4. 2 那样 来 构造 增 广 方程 组 ,并 用 
归纳 法 证 明 奇 性 传播 结论 . 将 -zt 的 生成 元 素 MG = 1, ND 
作用 子 方程 (3, 5. 15), 可 得 

PA Mju) = (P, M; Ju + MF (u, ilak | Deu), 
利用 交换 子 关系 式 
[P, M] = DBM; + Bo AP, (3. 5.17) 
P(M,u) n[ DS R 
>) B,M;ju + Bou + Mx, D)F (u, », D'u) 
+ MF (a, =, D^, 


RIS] m—1. 又 由 定理 3.5.2 FMF (a, et, 2*u29 — H 
BE RIBUS B Su, n M95. RIE, AR TELE COLERE OO 
可 以 得 到 


P(Mwu) = >) DiM ju + Dou tris (3. 5. 18) 

KP DÆ Op Ii nn 类 仿 微分 算 子 , 7, E Haie, 于 是 , 同 
上 节 中 那样 ,可 以 得 到 仿 微 分 方程 组 

PU = DU +R, (3.5.19) 
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其 中 U = (u, Mu, 5, Myu)P 是 一 阶 偏 微分 算 子 矩阵 , 它 的 主 
象征 为 其 有 相同 对 角 元 素 的 对 角 阵 , D B DO Pr, R € 
H?-3 mt, 注意 ,UE€ HIR"), 在 zx, 过 0 时 UE 好, 又 在 
T'GO U T*S) HU 微 局 部 地 属于 OA. 利用 定理 3.1.4 
知 ,U 的 奇 性 沿 次 特征 传播 , 故 在 整个 R^ 中 UU 为 HH’ 正则 ,并 且 在 
T'GOUT' G5) 外 ,U 的 更 高 的 微 局 部 正则 性 可 由 s 十 一 1 与 


3-5 — 2m 十 2 十 Gn — D 中 较 小 的 秆 决定 ;所 以 UE HR), 
并 且 在 T*(S,》 UTS 外 ,U 微 局 部 地 属于 H^ ,其 中 


n= min|s-- & — 1, 25— 7 — m 1]. 


利用 归纳 法 ,我 们 建立 类 似 于 (3. 4. 12) 的 高 阶 交 换 子 关系 式 ， 
从 而 可 以 构造 出 以 所 有 Mu OM 为 A 的 生成 元 , [LT | < ) 为 分 
量 的 向 量 函 数 U 所 满足 的 仿 微 分 方程 组 . 这 个 增 广 方程 组 与 
(3. 5. 19) 有 同样 的 形式 ,其 主 部 是 一 阶 伪 微分 算 子 矩阵 , 它 的 主 象 
征 为 具有 相同 对 角 元 素 的 对 角 阵 . 于 是 ,对 Tk. M'ue Hm, 
此 即 对 一 切 z 有 z& € HS). 又 在 TS UTS, 外 ,只 要 
J| 之 就 有 Miu € Heo aeg amr. die 2s 一 


3 -m 十 1. 于 是 , 取 ! 一 [sc -  — t], 就 得 到 在 Sz, Sets S. 附 


近 如 本 定理 结论 (3) 中 所 述 的 正则 性 . 口 

四 、 余 法 奇 性 反射 

也 可 以 在 余 法 奇 性 的 框架 下 讨论 奇 性 反射 问题 , 例如 考察 双 
蕴 型 方程 的 初 边 值 问题 ,车载 有 余 法 奇 性 的 特征 曲面 到 达 边 界 时 
与 边界 横 截 相交 , 则 奇 性 会 沿 着 通过 交 线 的 其 他 特征 面 继续 传播 ， 
形成 奇 性 反射 . 这 时 的 问题 也 可 视 为 边界 面 对 祭 法 奇 性 的 传播 产 
ETC. 要 对 余 法 奇 性 反射 现象 给 予 严格 的 数学 论证 ,会 遇 到 一 
些 新 的 困难 . 例如 需 构 造 一 个 适当 的 空间 ,将 解 在 特征 曲面 的 切 向 
正则 性 与 法 向 正则 性 区 分 开 来 ,同时 又 必须 在 含 边界 的 区 域 中 进 
行 拟 微分 算 子 的 运算 等 . 在 这 里 不 准备 详细 地 氢 述 这 些 困 难 与 解 
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决 困难 的 办 法 ,只 在 下 面 引述 Beals-Metivier 的 一 个 结果 . 读者 可 
参阅 文献 [26] 和 和 [27], 而 知 其 详情 . 
ROAR PHAR, A= 0f {zx, 0}), 在 + 上 考察 边 值 
问题 ; 
Piz, Du = fla, u, =, Du), x, > 9; 
(3. 5. 20) 
oe = 0, 
HP P 是 关于 2, 为 严格 双 曲 的 ,边界 So t x, = 0 为 非特 征 , 算 子 
B 满足 一 致 Lopatinski RHE. 若 4 为 边界 So EHI n — 2 维 流 形 ， 
Sis tt, Sy 为 过 4 的 ? 一 】 维特 征 曲面 ,它们 均 与 So 横 截 相交 . 记 
S = (Sor Sis 7, Sn), A 为 拟 微分 算 子 模 , 其 中 每 个 算 子 的 主 象 
征 在 S 中 诸 曲 面 的 余 法 从 上 为 零 , A = HUC) 按 定义 3.4.1 
给 出 . H53* 为 边界 x, — 0 上 关于 子 流 形 4 作出 的 余 法 分 布 , 则 有 
以 下 的 结论 : 
定理 3.5.4 diu € HH) 为 问题 (3. 5. 20) 的 解 , * > 


> —lL 4€ HAN (2, <0)), W «€ HERG), 


H xz 在 边界 20 EAM Yu € Hz*(20), 

因为 在 问题 (3. 5. 20) 中 ,变量 x 起 了 时 间 变 量 的 作用 , 故 定 
理 说 明 在 2, <0 时 的 余 法 奇 性 将 保持 到 z) 0 以 后 . 特别 是 , 当 
A X n = r, = 0.0 的 特征 曲面 S,, …， Ss, 向 下 ,而 
Sm+ ts Sy 向 上 , 则 定理 宕 明 在 特征 曲面 S, ，…， Sv, EWR 
法 奇 性 (或 其 中 任 一 特征 曲面 上 的 余 法 奇 性 ?将 反射 到 TASTET 
Sy E. 


第 4 章 


二 次 微 局 部 分 析 与 三 又 干扰 


在 上 一 章 讨论 的 余 法 奇 性 的 干扰 中 ,总 要 求 载 有 奇 性 的 特征 
类 面相 交 在 一 个 一 2 维 子 流 形 上 ,形成 一 种 扇 状 结构 . 当 n = 3 
时 , 扇 状 结构 的 直观 意义 更 明显 .但 是 在 高 维 空间 中 ,还 有 可 能 出 
现 另 一 类 奇 性 结构 . 例如 在 Ri y 空间 中 ,考察 半 线 性 变动 方程 


B = ft, Ls Vs u). 
设 z 在 上 <0 时 , 奇 性 出 现在 
Z : £ + gcosa; + y sinw; = 1 G = 1, 2, 3) 


上 ,由 定理 3. 5. 3 知 ,在 0< < 1 时 , 解 的 奇 性 仍 局 限 在 2. 上 . 但 
是 ,到 上 一 1 时 ,三 个 特征 曲面 汇集 到 一 点 Pt1, 0, 0), 这 时 $3.5 
中 的 讨论 不 再 适用 . 若 将 三 点 视 为 一 个 新 的 奇 性 源 , 则 可 以 预期 
在 上 六 1 时 , 奇 性 除了 沿 5 继续 传播 外 ,还 会 在 过 PP 的 前 向 特征 锥 
上 出 现 新 的 奇 性 ,于 是 载 有 奇 性 的 诸 特 征 曲 面 形成 一 种 花 状 的 奇 
性 结构 (参见 图 4. 3. 1). 这 种 现象 称 为 三 又 千 扰 . 在 这 种 情形 下 ， 
为 了 对 解 的 奇 性 作 精 确 的 分 析 , 必 须 引 进 新 的 工具 一 一 二 次 微 局 
部 分 析 . 因为 二 次 微 局 部 分 析 对 处 理 其 他 问题 也 很 有 用 ,并 且 还 是 
更 精细 的 高 次 微 局 部 分 析 的 一 个 实例 ( 见 文 献 [20]) , 故 本 章 中 将 
概 槛 介绍 二 次 微 局 部 分 析 理 论 ,并 指出 如 何 用 它 来 处 理 奇 性 的 三 
RFR. 


$4.1 € — 3t 4 fg 


以 下 介绍 二 次 微 局 部 分 析 理 论 中 能 直接 应 用 于 处 理 奇 性 的 三 
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丸 干 扰 问 题 那 一 部 分 ,因为 这 部 分 内 容 比 较 直 观 , 而 且 它 也 是 更 一 
般 情形 的 基础 . 

我 们 先 从 函数 的 重 二 进 分 解 开始 ,在 不 同 的 文献 中 , 重 二 进 分 
解 可 以 有 不 同 的 含义 ,这 里 所 说 的 重 二 进 分 解 是 指 :在 底 空间 (其 
变量 一 般 用 zx 表示 ) 某 点 小 邻 域 中 的 二 进 分 解 与 对 偶 空 间 ( 其 变 
量 一 般 用 中 表示 ) 大 范围 的 二 进 分 解 的 结合 . 由 于 奇 性 的 三 叉 干 
扰 问 题 或 更 一 般 的 花 状 奇 性 结构 问题 的 研究 ,往往 需要 在 一 点 的 
小 邻 域 中 作 很 细致 的 分 析 , 所 以 用 这 种 重 二 进 分 解 为 工具 是 合适 
的 . 

与 一 般 二 进 分 解 所 作 的 相仿 ,选取 一 个 Co 函数 $8(§), 它 的 支 
集 含 在 环 Cy Pix F, = {£ ER; kx Iê} 2x}, >l, 


$05 满足 DS = 1. iB X5) — 1— Doe, 则 任意 
一 oo 0 
u € SR) 可 以 分 解 为 
u = ¢(D)u+ J82 Du. (4.1.1) 


(4, 1.1) 式 对 zx 的 谱 作 了 二 进 环形 分 解 , 即 在 此 式 右 端的 和 式 
中 ,除了 第 一 项 外 ,每 项 wj — $227 Du 的 谱 落 在 一 个 环 中 , 环 的 
大 小 随 j 的 变化 作 27 倍 的 变化 ,但 二 进 环形 分 解 只 是 对 Ri 作 分 
解 ,而 在 本 节 中 ,讨论 的 分 解 是 在 底 空间 与 对 偶 空 间 中 同时 进行 
的 . 


定义 4.1.1 WHT 


T, = $G^z))2 7D), Th = PDE), | (4.1.2) 
并 称 
u = 5 EZOPO Du, Bu = DODATU 
Pg 


(4.1.3) 
ARR u EEDA. 
EU PHT, BU |u ll iE u f A IT | i 
工作 为 L? 一 无 :的 线性 算 子 的 模 . 
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定理 4.1.1 对 任意 ,存在 常数 Cs, 使 p 三 4g, p' Xe 时 ， 

iTr TRA Sorten, (4.1.4) 

ITee Thm CE etl), (4. 1. 5) 


证 明 RN, 为 二 进 分 解 中 出 现 的 整数 ,使 得 在 |p — pl > 
NMS, 与 客 ; 不 相交. 以 下 根据 P. blo. a 的 取 值 分 类 进行 讨 
论 . 

当 |p 一 p'| 与 |g 一 gq'| 均 不 超过 No 时 , (4.1.4)、(4.1.5) 右 
端 是 确定 的 有 限 值 , 则 等 式 自然 成 立 . 

为 讨论 | 一 疡 |: 或 la «| 超过 NN。 时 这 两 个 算 子 的 模 ,我 
们 估计 Jel, = tollo = 1 时 

(Ty, e Tzu, v) = (T hts Trev) (4. 1. 6) 


的 值 . 

当 [1a — 9! | >N i ERAS, AAA Fourier 变换 的 支 集 
不 相交 . 

当 1g 一 g | XN, |p— p 12 NB Ed 为 supp (Q2) 
与 supp AO” x) BJ EE E , Wl R7 空间 中 任 一 点 与 这 两 个 支 集 的 距离 
中 至 少 有 一 个 火 王 d/2. 将 内 积 (4. 1. 608 RAF (27D, 
$(Q7* D) 4 SITE RIF RL (272. (27 2v 以 后 所 作 的 内 积 , H 
用 附录 中 定理 A. 9, CUUR $(2^x) I 9 (2^ 2) Sc SS EE gs d 2 
FMR RRA. m d c C270 ?, 故 有 


l| T», * TZ] S supl Thru, TE) | 
X Cd) -C, mp n 


AB psa. p <q’, MAAL 4). 
对 于 (4.1.5) 的 证 明 可 按 同 一 方式 进行 . ERO ACHE |p — p |l 
> Ne 时 为 零 , 且 在 ip ~ PIN. lg 一 g | 之 No 时 ， 


| Tz, © Tal Carte wm 
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从 而 得 定理 的 结论 . 口 ] 
定理 4.1.2 以 下 两 件 事实 是 等 价 的 : 


| 273 + lep ula) llo es De «oo. (4.1.7) 
| Tu | o < (0-89 EN 5 en «x Oo; 
|| 4X2*20$27* De || 6,275. De < oo. 


(4.1.8 


证 明 HR $GO E RESTER 4. 1.8) 可 知 
ll €2^|z D SCDE Du || o 64,2772: 9707, 
gr Bp 
|| X271 D 92720927 * DO || o c2 79. 


MR PAR p RKA, HH a Bou je 即 得 
ll 2*2 | x1» v;G2 ll; x eg Ye « oo, 


再 利用 (4. 1. DWR R EP Ox) 在 2z S 1 时 为 正 ; 故 得 
(4.1.7). 

又 由 不 等 式 (4. 1.7) 成 立 , 可 得 Wass |, X 6; 与 
4 2°(2?| 21 )"u(z) || S ej. 由 此 容易 得 到 《4.1.8) 中 的 两 式 . 口 

如 果 函 数 满足 (4.1.7) 式 , 则 称 w 属于 态 "“. 按 此 定义 所 得 
到 的 空间 H^ “是 具有 双 指 标的 Sobolev 空间 . BR. 4s<s,, 
sts <s ts HM, WDA, 又 由 直接 的 运算 知 ,微分 算 子 
DD 为 HO = HO! DUR RT c5 He > HOB BR 

4 SERUM Ls [8] H" “有 更 直观 的 性 质 , 有 定理 如 下 ， 

定理 4.1.3 Ys 一 为 正 整数 时 ,空间 H TEXY 


Het = {u € Hy z'u € HH, 4 jal <k} (4.1.9). 


证 明 一 0 的 情形 是 显然 的 . 当天 一 1 时 ,(4.1.7) 说 明 对 一 
ul 疡 有 
I 2*9 y $(27*D)u || , < cps S et «oo, (4.1.10) 
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r$(2-?D)u = x, Jeter f Edt 
= [ase sare & EdE 
E: [esae 2 
+ $(2-*€) Lu (£))d£ 


= 2°-°(D,9)(2-"D)u + $(2 ^D) (xu). 


注意 ,Dj# 也 是 一 个 支 集 在 环 E, 上 的 C7 函数 , 故 对 (D,$)(2-?DD)w 
的 估计 与 xs 相仿 ,因此 有 
| 2^"*"$(27*D)GgO llo c; Seo. (4.1.11) 

WE zac HU. 

反之 , 若 zE H', 且 对 一 切 j, cu CH, 则 按 以 上 的 推导 过 
程 逆向 论证 , 即 可 得 知 x € H”"', 从 而 在 = 1 时 证 明了 (4. 1. 9). 
X k> 1 时 ,可 用 归纳 法 证 明 所 需 的 结论 , 口 

定理 4.1.4 若 v 是 R'NO 中 具 紧 支 集 的 分 布 , 则 如 下 两 事实 
是 等 价 的 ， 


| $6229(2772) age x e,27 4, Me « oo, (4.1.12) 
l Troll o < em2 "2 79", S Ne < co 
| | $X27*D) C&G2*z)v G2) || o Sha", Yel? < oc. 
(4. 1.13) 
证 明 由 (4.1.13) 的 第 一 式 知 
| $(27*D)$(2^2)v27 |, c cpt, 
结合 (4. 1. 13) 的 第 二 式 知 &(2^2vGO2Z " € HY, A 


| $&(2^20v2 ^" ee SS) ey)? 
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4 2*r = y, 可 得 (4. 1. 1223. BH (4. 1. 12) ES C4. 1. 13? 也 可 仿照 
定理 4.1.3 的 证 明 进行 之 . 回 ] 

如 果 v 是 R"\0 中 具 紧 支 集 的 分 布 , 又 满足 (4. 1. 12) 式 , 则 称 
v JA T SpG, ss 空间 , 它 是 不 同 于 H*“ 的 另 一 类 具 双 指标 的 
Sobolev 空间 . Ej H^ ”空间 的 情形 奉 仿 ,也 能 断定 在 * 委 四 ,十 Y 
ls, +s Sp, 560 2 Spl, si) 

定理 4.1.5 4s 十 s' 为 正 整数 时 ,(4.1.12) 等 价 于 


Jr H Dv E LP.do0oxlja sos. (4.1.14) 
证 明 ECL. 1. 122 RE. E. s +s 为 正 整数 时 ,只 要 0 三 |4| 
«ss, 就 有 
1 
[ip va rz)? ez, 
ME OS Ap <s+s' 时， 


t ex. 
[fis Cr) |x| ** 2° "Q'v) (2772) |'dz] z «o2 raD ， 


其 中 各 (zx) 也 是 -~ 个 支 集 含 于 某 个 环 中 的 C“ 函 数 . 作 变 换 x = 
2y, MA 


Jis eyy byl 7 ^ CD^v) Cy) |*d y x e. 


然后 关于 7 作 和 ,并 注意 R; 中 每 一 点 仅 被 有 限 个 Ay xx RE 
WE E. BIEC. 1. 14). 反 之, 若 (4, 1.14) 成 立 , 利 用 Leibniz 法 
则 ,只 需 逐 项 计算 || DU" $GOD'QQG 17)) [Ls (EBM ar = Yy, 
即 知 该 项 被 || & 5027"? Go Cyd" ||. 所 控制 . 从 而 有 
(4.1.12).0 
利用 算 子 (4. 1. 20 LA se ER A H S P 
Als 
Tee 2T mt = MQu$Q-cDu, — (4.1.15 
PX PX 
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Po = TRO daha :D)*'z)v. — (4.1.16) 


进而 可 以 利用 这 两 个 算 子 建立 空间 A 与 SpG, s) 间 的 关系 ， 
即 有 如 下 定理 ; 

定理 4.1.6 若 * 盖 0,s 十 9 Z0, WE 

(D Spis, S) CH", Spis, s) N Hv»? = Spils, oo); 

(2) H : H” + Spits, s); 

(3) P: Spts, S) > Ho”. 

证 明 利用 插值 空间 的 方法 ,只 和 需 对 ;与 s 十 s' 为 正 整 数 的 情 
形 进行 证 明 . 

(1) Hs 之 0 时 , u € H^" 5T 

z'"D'u € L, S Az ss, (al d supo, [Al — 5). 


而 zx € SpG, 5) 等 价 于 对 lel 之 |4| — s 有 同样 的 上 述 性 质 . 
现在 考虑 > <<0 的 情形 :以 大 记 正 整数 , x CH HRB 
件 是 :x 可 写成 


u= S atv, Hr v, € HOM, (4.1. 17) 


jeje 


4X u € SpG, — k), We 可 以 写成 


u = |x|7"O zu M D Car TER. (4. 1. 18) 
le|=# |B|— & 


H u 的 性 质 知 |r| rul) € SpG — k, 0), Ei CA. 1. 14) A 
ue H>, 

(2) 利用 定理 4. 1. 1, 并 注意 到 二 进 分 解 中 重复 度 有 限 的 性 质 
WA IELE HARAT. RUE OO HS RAA Spa, 
—1) TE H* West SAO, 1) , 则 一 般 情形 可 以 由 归纳 法 推 得 . 

Gu € HM, 则 它 可 写成 to 十 Dru; 其 中 Wo C H, 
u, € L, RRIA 


dun , O'T) $D) 
a = (De zle) 21D 


[D |ua 
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+ | 23 — 


+ (Der Ey o) 


括号 中 的 算 子 都 是 L 空间 上 的 有 界 算 子 ,于 是 ,由 重复 度 有 限 的 
性 质 知 I| Hu € E, Bla € Spd, — 1). 

Bue H, 由 (1) 中 的 讨论 知 x E SHO, D. 所 以 zx 与 
ziD;u 属于 L. ii Bi x,D,Ilu = [x,D;, Hju t+ HCGz,DOou 知 ,我 们 
Amu aD, HEL 中 的 有 界 算 子 .注意 到 


[2.D,, H] = >) rp r) D) 


+ DRINI DAD), 
其 中 风 是 与 # 相 仿 的 支 集 在 一 个 环形 区 域 上 的 CoRR. 由 此 ,再 
利用 定理 4.1.1 邑 得 所 需 的 结论 . 
(3) 这 一 结论 的 证 明 与 <2) 相 仿 . 首先 ,由 定理 4.1.1 知 PP 是 
LU 上 的 有 界 算 子 . 现 设 x © Spd, 一 D, 则 有 


Pu = 2d $7 D(Gz)) = [s T 


OM ru QcDéom) ee 


其 中 第 一 项 是 zx, 与 二 HRA, TRE ER 29 58 — RARR A 
mm AL 函数 ， 


DYD G7Dj/ME G7 D)$QG'2)) FI 
故 第 二 项 属于 H', 所 以 Pu € HUC. 

现在 设 u € SPO, D = H"!, 子 是 可 证 laD; PIL vj 
AR ,所 以 Pu € A), g 


为 进一步 讨论 算 子 五 与 的 性 质 , 先 证 明 一 个 引 理 如 下 、: 
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51 4.1.1. HY BRARRRH CoRR, 4 是 支 集 在 环 
€, PAH C^» Re. WAS 


E, = S AODA D), 
P= 


Fi = MODA 2°7) 
p= 


EL’ 上 的 线性 有 和 界 算 子 ， 
证 明 记 T, = ).(Q^$(Q7D), 


T; E $: (2°? Dh (2? x) > 


以 下 考察 EE, = (2T (Tz) 中 的 诸 项 :显然 ,在 la = p| KF 
某 个 常数 Ne 时, T, T? = 0, WE; E, 即 相当 子 单 重 和 式 ,其 中 每 
个 指标 对 应 的 项 数 不 超过 N。， 从 而 易 得 E 为 上 的 线性 有 界 
算 子 . 

为 考察 PSF, RINSE |TT C2 77. HERR 
分 别 讨论 为 (0》 = 0 与 办 的 支 集 充分 小 这 两 种 特殊 情形 , 事实 上 ， 
OE) 为 支 集 充分 小 而 在 原点 非 零 的 C" 函数 , 则 可 以 找到 一 个 
常数 a, f $ — a 0(D)$, 在 原点 取 零 值 . 

对 于 第 一 种 铺 形 ,了 bx 的 支 集 含 于 比 ©, 稍 大 一 些 的 环 内 , 故 
在 ip d ql 大 于 某 个 No 时 ， (Tus Tw) = 0, 从 而 在 lp 一 gl = 
NoT; = 0. 

对 于 第 二 种 情形 , 在 9 > pit. 

T; T, 一 多 (2 ^D)g, (2^z)44 (G*324$ (27 *D). 
由 于 
[vn C^) C222 | < C2? | x Ig, (232) | 


< Cc2^* | 2%xy, (272) | < C 2 , 


所 以 有 IT T zLC'277. 这 样 , 由 前 而 的 说 明知 1s 为 L^ 上 的 
AFAT. O 
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定理 4.1.7 ijpE-I—H,F—I—P,WEXH"^—H'- 
AT. mF X SpE, S) > H^" HF. 
证 明 我 们 有 


E=I-H= 36727 27] 
Axper € |a| = |8] FE UIROS SERE 4. 1.1 PRA E 的 
形式 . 例如 
z,D,E = MY('x09Q'z)(27D)YKQ^*D) 
+ 5G (G'o$(Q7 ^D). 


在 引 理 4. 1. 1 中 已 证 明了 E; Æ LB) L^ BR. BER H^ C 
到 五 ”一 & Sp(s, —s) 到 Sp(s, —s) 的 映射 . 若 x € H'U 7. 则 
u = ugy XExus HE uo € H',wuc Lr. 由 于 


AO ^D) 
2 ^|D| 


DEus = EDan + | Duh, 2*0) (|Dlus), 


A E; € A. 同样 可 证 五 (nz) 研 以 写成 HP. BRS x KWL? 
函数 之 和 的 形式 ,所 以 五 | € WO SF so 1 的 情形 ,可 以 用 归 
纳 法 和 揪 值 定理 证 明 . 

由 于 对 一 切 laj = 18| d rD Eu € H^", k Eu € H°”, 
所 以 E 实现 了 从 H^ “到 H” “的 映射 ， 

对 于 算 子 下 的 讨论 是 完全 相仿 的 . 口 

定理 4.1.8 对 子 任意 实数 *、*' RATA: 

G) H E H^ RIA) Splis, 50; 

(2) PH Spis, s') 映射 到 AS, 

(321 — He PH SpG, s) MAB SpG, oo); 

QD I — Po H XE H RHA H* 7. 

WEB) HEW 4.1.6 1,34 52-0, s - OIN, ILE. H” 映射 
BY SpG, so. mi P= H 将 Sp( 一 s, —s') RAD) H^" P 
‘将 Sp Cs, s PSB) He’, Ho— PR HCU-U | x] 
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Sp(—s, ~s'). 于 是 ,利用 插 信 定理 可 得 (1) 与 (2) 中 的 结论 . 
为 证 (3), 先 设 s 之 0,s 20, RA 


(C — H » Pu = E » Pu + Fu. (4.1. 19) 


Eu E Splis, $) RJA Pu € H^", E- Pu € H^", Fu € 
He”, RUA — H» Phu € H^ 7. E), I — H o Pu € SpG, s) 
是 显然 的 , 故 利用 定理 4.1.6 的 结论 (1), 可 知 (1 — HE e Pyu € 
Sp, oo). 

另 一 方面 , (7 — P o IDu =F o Hu + Eu, iu € H, R 
们 有 Hu € Spi, $), F o Hu € H^*, Eu € H^", Jj 4 — 
Po Hju C H”, 

对 于 一 般 的 sER, 取 a 之 |s|, 则 I--Pf。. 如 将 Sp(s 十 a, 0) 
映射 到 Sp(s +a, 2ND. HENI - HE PRIX EMT 
SpG — a, 一 2N) 映射 到 Sp(s — a, 0). 由 插值 定理 ,可 知 了 一 
P: H$ Sp(s, —N) 映射 到 Spls, N), 故 得 结论 (4). 至 于 结论 
(3) 的 证 明 是 相仿 的 . 口 

总 结 以 上 的 讨论 ,就 证 得 了 算 子 五 与 导出 了 以 下 的 同 构 : 


H"? JH” > Sp(s, s)/Sp(s, oo). — (4.1.20) 
显然 ,这 个 同 构 并 不 依赖 于 在 算 子 E, P HELPEZ % 的 选取 . 


定理 4.1.9 s> ssl. 

G) H^"]ly — T fO, SpG, FE H^" 的 理想 ; 

(2) £i u; E€ H°”, F 是 其 变 元 的 CT 函数 , 则 

F(x, ui Cr), t, uyCr)) € He 

WEB] 先 证 (1): 已 知 :是 一 个 代数 ,利用 归纳 法 易 知 ,车 u, 
v 满足 :对 一 切 Jal} = |8], Du € H*, z'D'o € H, 则 同样 的 事 
实 对 uv 也 成 立 . 这 说 明 H^ “也 构成 一 个 代数 . 

再 看 空间 Sp s,s’) ,对 于 SpG, s ) 的 元 素 ,应 当 满足 (4.1.2) 
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A u, v EER BUT > >. s4 s >S 故 
| u(2 "x)0v(2 "x) ll be «Ca m» 
< digo we n 


所 以 SpG, ORREZ 
此 外 , 若 z € Ao” WWF s > 2/2, wr) 及 其 导数 一 致 
有 界 , 所 以 


| u(2 )xyw(O x | "en x Cog 97", 


xx VÉ UE SP Ree A HYS X Spl, 50 RATE Sp, s). 
利用 算 子 ,可 将 uv 写成 
uv = Eu » Ev + (Eu * Hv + Hu * Eo + Hu - Ho). 
(4. 1. 21) 


SAR WRT SpG, s) C H'", ka HoH RAR E 
SpG,. s ) 是 它 的 理想 . 
证 《2) :为 简化 记号 ,不妨 设 j = 1 ,注意 到 下 (Eee(z)) € H^ 7, 
4 
U(x) = F(u(x)) — FCEu(2)), 
U(27x) = G,G, Hu(2//x)), 


其 中 GG, v) = FCEu(27x) + v) — FIGEu(27x)). W 
G(r, VÆ C" (C, X R) 中 的 一 个 有 界 集 , 它 在 v = 0 时 为 零 ,而 
v, € A. 所 以 存在 常数 C ,使 得 


I GG v,G lar SC |v, l ae x Ce2--™, 
(4. 1. 22) 
这 就 说 明了 UE€ Sp, s. 从 而 证 得 (2). 口 
$ ”由 定理 4.1.9 也 容易 得 到 , 若 us vs ors uy 属于 
HH”**, 则 在 允许 相差 一 个 Sp(s，eso) 函 数 的 意义 干 ,有 
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E(uv) = Eu * Ev, (4.1. 23) 


ECF(2, ur), "et. tin(zZ))) => Fir, Eu (z), wee, Euys(xr)). 
(4. 1. 24) 


对 于 任意 的 Lagrange 流 形 ACT GO), 也 可 以 定义 具 双 指 
标的 Sobolev 空间 Ay” ,而 在 前 面 所 定义 的 A” “空间 即 是 A 取 为 
0 X RE 的 特例 . 进一步 还 可 以 通过 Fourier 积分 算 子 来 建立 HI" 
£j H^" arf [e] 49 , 3E Wo, cR [ 20 ]. 

在 了 ,A(T*《R")) 中 的 任意 元 素 均 可 表示 为 (x, £ Ox, 6 ,其 
中 (x, £) € A, RIES A= oX RIN — 0, 而 遍历 除 原点 
外 的 全 空间 RI. 故 686 与 4 相 比 常 可 忽略 ,甚至 可 取 为 零 . 这 时 可 
以 通过 一 个 自然 同 构 将 (0, £; 6x，0) 对 应 于 (58z; 8) ,并 在 RZ 
间 中 (8z; OR PR PHS LD. 如 前 面 所 述 ,这 实际 上 是 在 一 般 
EEF, EG, £ Ox, 568) 的 邻 域 中 讨论 问题 的 特例 . 这 里 以 (5z， 
引 的 邻 域 为 基本 邻 域 的 分 析 方 法 是 典型 的 二 次 微 局 部 分 析 的 方 
法 , 它 要 比 通常 的 微 局 部 分 析 更 为 精细 . 由 于 在 这 种 限制 下 的 分 析 
已 足够 用 子 对 于 讨论 奇 性 三 义 干 扰 问 题 或 更 一 般 的 花 状 奇 性 结构 
的 研究 ,故我 们 在 本 书 中 不 准备 讨论 4 为 一 般 Lagrange 流 形 的 

ATA GÆ sr HERR, T E E ERR, U G ox D d 
(6zi OX) 2k BEA SR ATL RED 2 一 ml 邻 域 . 

定义 4.1.2 HGOXP Rr; 站 的 二 次 微 局 部 邻 域 ,函数 
X(x) 和 有 (6) 为 齐 零 次 且 除 原点 外 为 C. 义 设 这 两 个 函数 的 支 集 
分 别 含 于 G 和 了 中 , 且 在 gz 和 上 不 等 子 零 , 则 当 分 布 满足 
AD) Qa) € 五 ”时 , 称 x 在 (Gzi; OL RAPA OA’ 
iA u € Ast, (xr; ©. 

显然 , 若 在 (0, EAA He H", WR —H) or € 
ST, EGO, D bu € Hz. 反之 ,利用 有 限 覆 盖 定 理 可 知 ,车 对 
H ôx € S"', 在 (Gz, bu € Apt, 则 zw 在 (0, 4) 处 微 局 部 
地 属于 A 对 于 二 次 微 局 部 H RY, WATER: 
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定理 4.1.10 设 在 原点 邻 域 中 zx CH ~“, 且 6x € RNO), 
则 下 列 两 个 命题 是 等 价 的 : 

(1) 对 任意 上 GE RNO}, u € Hi (Or; ©); 

(2) 存在 0x, 的 一 个 开 锥 邻 域 C 和 原点 O 的 邻 域 ,使 得 


l| 2^(1 十 2p lx D E D)u || reno X cp Dc} < co. 
(4.1. 25) 


证 明 AA SAS D, R z,D. HR, ARE s > 0 WIRE TF 
证 明定 理 , 不 妨 设 CH’, RP o hKTS. 

设 g(z) 是 一 个 原点 外 为 C“ 的 齐 零 次 函数 , 支 集 在 Ox, HH 
RE, HE ôr EILW Pe ge EOP"), Hag Cx O EX 
椭圆 .性质 (1) 等 价 于 在 原点 邻 域 中 Plg + Hu) € He", 

对 s 之 0, 0270, 利用 定理 4.1.6 可 知 , 在 允许 相差 一 个 A 
函数 的 意义 下 

u = P(gHu) + P(Q — g) Hu) 


= P(gHu) + (1 — gMlu. 
现 设 Ce 是 6zo 的 一 个 开 邻 域 ,gGz) 在 G HEST 1. 则 由 附录 中 
的 定理 A.9 可 得 
| 2^4 + 2^1z "$2 IDA — g) Hu lise, X cos D< oo, 
(4. 1. 26) 

& iB (4. 1. 25). 

另 一 方面 , (4. 1. 25) 表 示 g(x) Mule) € SpG, s), 从 而 在 相 
差 一 个 五 “函数 的 意义 下 了 PCEEa) = glu € Sp(s, s) CH". 
所 以 由 (2 可 推 得 (1). 口 ] 
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本 节 讨 论 二 次 微 局 部 算 子 及 其 运算 . 
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定义 4.2.1 Batre, OF |r| E 2 0 HOS CC RR. AME. 


ja: Dialr, &)| S Ca H ED 7*0 + Jat > 187-7, 
(4. 2. 1) 
WE alr, HAS" Khe. 
经 典 拟 微分 算 子 的 象征 类 ST .属于 SOUR. Ams, 
mH m Sith wee" Cs! Vea EI", bE SS HH, 
ab © Sethe 


2|38 4.2.1 8 nc xS 0. 3] 上 的 C= 函数 ,在 
[o. 4 二 | 上 等 子 1, 风 


Iskele JED E ^77, Je] >A — hz] * ép Ee BD! 


MBA. AOARR ER TE FRE AS ERE. a € X" Uv gu 
alh, — h) € X", 
证 明 由 直接 运算 知 , 对 任意 的 a, BB 
fae DERC |a| e JEDI x Ele prj p 


LCH JEDE (0 + zê”, 


由 子 1z6| >> BER — 0, MAE A ANG. 2. DRP m= 1T 
m ARY o. 
MH lel '1~-h) 5 alh, — hp 的 讨论 相仿 这 里 需 注 意 的 
BW ACEO. L| EST 1 |x| a — 0 已 没有 奇 性 . 口 
定义 4.2.2 alr, OF Ir | £1 > 之 0 时 属于 C”, 且 满足 : 
| Diala, OF X Cala] 7*0] 十 | 之 | r+, 
(4. 2. 2) 


supp 4 Gr, x — y) C (Gr, s e! « ylle] «e «> 1, 
(4.2.3) 
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其 中 a(，，,z) 是 aC(，, XT FAH Fourier FRM Hate, OW 
SE" $ ft, 
定理 4.2.1 iE AGO B|E 4.2. 1 PRAY CAR RH 


T : alz, £) —-(Q—hCGzl6lDaQ. €9 (4.2.4) 
可 导出 如 下 的 同 构 : 


SEM [SI ae Sm mm, (4. 2.5) 


m H3ix 845 AG BAEIIEX X. 
证 明 EAE [i46] > 1/4 时 , 0.2. 0054. 2.2) 等 价 , 故 
T HSI” “象征 映射 成 E” RWE. 又 对 于 不 同 的 满足 上 述 要 求 的 
hi 与 和 ,函数 Az, €) — Ana, Dalz, | ARF SE" § 
Sr a. 2.5) 是 一 个 单 映 射 , 
Ant T 是 一 个 满 映射 ,对 于 任意 的 a € 2", S 
blz, €) — a(zr, )(1 — hCIx ED), 
c(r,0)— ILES & 一 Taj aca. 


加 
HEP gQOD hiz |) 89 Fourier HOR. Helix, DATEN 
Fourier EIN T (x, 2) = 5 (x, 2| Er , 则 象征 cr. DWE 
条 件 (4. 2. 3). 为 证 明 (4. 2. 2) 成 立 , 先 考虑 在 区 域 上 | LET 中 对 
< 的 估计, 由 于 在 此 区 域 中 | 一 论 | ~ del ai 
lex, | S Cla” ae prt. 
又 在 区 域 job > Él 中 ,有 


[01 


IT 


|e- tals 
x | 


- 且 对 任意 的 M — 0 有 下 式 成 立 : 
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8 — P 
gb x, £— or] < Cli 18j7^" Q 十 jap, 


所 以 在 此 区 域 中 c(z， OAV C | x] 7" ++ tell EDNA kiiit., 
其 中 N 是 任意 大 的 正 整数 . 用 同样 的 方法 可 以 估计 c(z, OMG 
数 . 

此 外 ,容易 证 明 , 当 a € SB, bE SE". 从 而 即 证 明 
了 定理 . 口 

在 以 后 的 讨论 中 ,上 扩 提 及 SO RR 区 “中 的 元 素 , 都 意 球 着 
Exe SI SS RS /3 中 的 代表 元 素 . 

X T EMRE ale, O ,可 以 按 执 微 分 算 子 的 定义 方法 定 
XS TA-—aG,D) 


Au = |ea(x, È) & (£)d£. 


定理 4.2.2. 对 于 一 个 定义 在 CYCR"0) 上 , 且 在 单位 球 外 为 
零 的 算 子 ACTIE al, D), 且 相应 的 象征 alr, O € S277 
的 充分 必要 条 件 是 

A= $276,,0.,. (4. 2. 6) 
其 中 6, 是 伸缩 算 于 : Bix(z) = u (2^2, A, Ek m +m 阶 的 所 微 
分 算 子 ,其 象征 的 支 集 舍 于 环 R: x-! x |z| < 2p, 


ER Ks) MH R PH CoRR, SI $n 二 1. 


一 一 cm 


若 X<2， 则 gz) 在 1zi >>1 时 等 子 零 . 由 于 定理 条 件 中 已 设 4 在 
单位 球 外 为 零 , 故 它 可 写成 A = raros. D), 且 每 个 算 子 


$x ala, DD) 的 象征 的 支 集 含 于 环 2- Pe [x] 2 Ve, 
于 是 , 记 | 
A, = 27/78 ,$(2^x)a(x, D)B,, (4. 2. 7) 


WELT -wx 的 象征 为 
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alr, €) = 2 "f(r)al2 "mr, 2°), (4. 2. 8) 


由 alr, 所 满足 的 估计 式 (4. 2. 2940 


|2; Dra, Cx, &)| Z Cala Trn IB. (1 + ixl - JE rtre, 
(4. 2. 9) 
而 由 lz| 和 |z| ' 在 $Cz) 的 支 集 上 的 有 界 性 可 知 


lasDio, Cr, €) | SCL + [Ep 


至 于 所 有 o, 的 支 集 含 于 一 个 固定 的 环 中 这 一 点 是 明显 的 . 
反之 , 若 -ws 是 一 族 以 o, 为 象征 且 具 有 定理 中 所 述 性 质 的 拟 
微分 算 子 , 令 
alz, €) = M i2"a,(Q?z, 27°), (4. 2. 10) 


则 由 于 对 每 个 固定 的 z, 和 式 实际 上 仅 含 有 限 项 , 故 a(z, O9 C^ 
函数 , 此外, (4. 2.29, C4. 2. 3) 所 示 的 性 质 也 可 通过 直接 运算 验证 
之 :加 

定理 4.2.3 每 个 Op(S3”"") 算 子 A 将 空间 Spls,s') 映射 
到 Sp(s — m, $ — m') E. 

WEB] 因为 算 子 4 = a(z, D) 可 以 写成 (4. 2. 6) 的 形式 , 故 
Re € SpG, 5), 有 


| $C) CAD) (274) |l mem 


=| Dgr b o Gnl sus 
=| D goa 8. o7) euo 


<| PULL ira 


«c 2j |2"0.,vll.« 


lp- FEN 


一 其 5 一 - 
<c;2 jiós—m me 
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其 中 S d «oo. ff Av € Sp(s — m. s — m). Lj] 

id M. 为 以 x, 作为 乘 子 的 乘法 算 子 ,以 (ad BJA 表示 交换 子 
[B. 4], 则 对 于 Op(5SE””) KATS M. D, 的 交换 子 有 如 下 的 
定理 : 

定理 4.2.4. 对 于 一 个 定义 在 CHRO) E, HERMIA 
零 的 算 子 4, 它 是 Op(S3”") 算 子 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 的 
a, B. BF (ad DY lad M.Y'A 为 


SpG, s) —*€SpG — m — {Bi + lal, s' — m' + |BD 
(4. 2. 11) 
的 映射 . 

WEA ” 先 证 必要 性 ; 当 a 一 8==0 时 , 即 定 理 4.2.3 的 结论 ,为 
讨论 Op (SERF S Da M. 的 交换 子 的 性 质 ,考察 算 子 
86, A- 5 E (] 9 26 1 To, 4 A, 的 象征 为 a, Cr, $) 时 , 算 子 
Ox,- Bl a,C2^z, 27^D). 注意 到 

LD,» a, (^x, 2-*D) ] = 2^a,;(2^z, 2D), 

Lrj a, C2^z, 2-*D)] = 2 +a (Xr, 2 ^D), 
HHE a,, (2, 有) 一 dalz, Ê), a Gr, &) = Aealz, €). Baz, 
ES" BSE au. as? 分 别 为 S"+” 与 Smt 类 象征 . 由 
此 ,容易 推 得 交换 子 [DD,， AMM.. AJA IA Ops- 
REF AM OLSI") 类 算 子 . 对 于 一 般 的 <、68, 其 证 明 是 类 似 
的 . 

再 证 充分 性 : 设 4 是 具有 所 述 的 交换 子 性 质 的 算 子 , 则 有 


EO, suo xz Pulls. 《4.2.12) 

| @_,A@, || = 27") AJ. (4. 2. 13) 
HAT 4 满足 定理 所 述 的 交换 子 性 质 时 , 算 子 
(ad D)’ lad M,)'(8.,A0,) 
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是 从 Spis, s') 到 Spls — m, s! — m ) HARK RRA C2 Br 
控制 . 

SHE ax, = 2:79 ,A8,$GO. 它 是 从 C™(R"\0) 到 其 自身 的 
映射 , 它 的 分 布 核 的 支 集 在 {(z, o REIR Sy 2k, |x| E 
2) 上 . 为 考察 算 子 ow, SR TE o, G0. E) =e“, (e*). 由 
(4. 2. 13) 知 ,对 任意 的 * 有 下 式 成 立 : 

|o, Gs De | soo. SEU SCI | spots oi 


«C [$Ge Hd. SCA + I0". (4.2.14) 


HisEXB 4.1.5 Mv € SpG, s) 53 xlv € E? Shr. 
I [xl or, D d, x C" + EDH, 
利用 同样 的 方式 ,可 证 得 
I 1x78: Dfa, Cz, E Wo S C. al + EP 
并 由 Sobolev A EA 
sup| |x| *e, Gr, €) | S C, 00 + Ert, 
(4. 2. 15) 


子 是 ,所 得 到 的 算 子 o, RE— E — SUN FER m 十 mw 阶 拟 微 分 算 
FB A € Op(S2” ~“). [] 

注 1 我 们 在 此 指出 ,在 算 子 ov, 的 对 应 中 所 引入 的 函数 $ 
不 起 本 质 的 作用 . 不 同 的 枉 数 所 导致 的 差 只 是 一 个 Op(S2"-) 
SET. 此 外 也 容易 看 到 ,一 个 OpCS2"“) 算 子 是 Sp(s,，s') 到 
Spls，co) 的 映射 . 反之 , 若 算 子 4 是 Sp(s, s )BMSpG, ©) ARR 
射 , 则 由 子 ADM. 或 D, 的 交换 子 也 是 Sp s,s) 到 Sp(s，oo) 的 
映射 , 故 A C Op(S X" °”), 

注 2 如 同 拟 微分 算 子 的 象征 运算 规则 一 样 , 在 此 也 可 引入 
SE" "类 象征 的 运算 规则 
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a(x. £) — (a` (x, € = J) zt Dt a, £), 
(atx, &0, blr, €)) — (a#6) (zx, £) 
- za. £) + Diba, Ê), 


并 按 此 运算 建立 象征 所 构成 的 双 指 标 代 数 SET U/ISES T5 
所 构成 的 双 指 标 代数 Op SE") /Op(SE" —”) zz AA HA. 

在 上 面 讨论 的 基础 上 ,现在 还 可 以 用 交换 子 关系 来 定义 
OpCGE" "ORE. 

定义 4.2.3 若 线性 算 子 A 在 单位 球 外 为 零 ,对 一 切 的 wa、P， 
它 使 交换 子 (eg DY (ad MVA H^ 5| Hr" lt lel le 的 
ARRA, WERA H Op "HF. 

我 们 自然 希望 能 定义 Op En BF IR AE EE ERE I E 
征 就 是 I" TOR. 这 将 通过 OpCS23”'") 算 子 以 及 上 节 中 引入 
的 同 构 映 射 卫 、P 来 达到 ., GA 为 按 定义 4.2.3 所 引入 的 算 子 , 则 
Axo A+ P R SpG, DASH m, s — m) 的 映射, 而且 
具有 定理 4. 2.4 中 所 述 的 性 质 . 于 是 4E OpCSz7 7), 且 由 此 可 
对 应 一 个 SS" Rika (x, E 由 定理 4. 2. 1 又 可 对 应 一 个 XU 
象征 alz, E ERKAT A 68$ iz. 

定理 4. 2.5 存在 如 下 的 同 构 对 应 : 


Op(E™™)/Op(E™ 77) 
-> Op(S E" " )JOp(SE" -7) 


> S50" /SE -e D ems o (4.2.18) 


证 明 这 个 定理 是 前 面 讨论 的 总 结 ,其 中 第 一 个 同 构 由 4 -> 
囊 。A。P 所 实现 ;第 二 个 同 构 由 定理 4. 2. 3 与 定理 4. 2. 4 所 确定 
(也 见 其 后 的 注 2) ;第 三 个 同 构 由 定理 4. 2. 1 所 确定 , 口 

在 定理 4.2.5 中 所 示 的 由 Op (3"* ) 算 子 对 应 其 象征 的 过 程 
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比较 曲折 . 下 面 说 明 这 一 对 应 与 常 义 是 一 致 的 . 

定理 4. 2.6 若 4 为 经 典 的 具有 象征 alzr, OW Op(S”。,) 类 
拟 微分 算 子 , 则 它 也 是 Op (3"") 类 算 子 ,而 且 按 定理 4. 2. 5 所 确 
定 的 象征 与 a(z, £MXUB2E— p EU “象征 . 

证 明 ”首先 ,4 将 HU UTBRÉESU EP n7. 这 在 s' 为 正 整 数 时 是 
明显 的 , 面 在 * 为 负数 及 一 般 实 数 时 ,可 通过 对 偶 法 与 插值 法 来 证 
8j. X. mA TF Cad DO" Cad MP. J& m 一 lel 阶 算 子 , 它 将 
H” gp Epor ce m+lel— IPs IBI 所 以 A € OpCS™°), 

以 下 计算 4 的 象征 . 易 见 

H.A.P= 2 Dg 22x) $(2-"D)AS(2-* DHO” 2). 

Pod pug 


(4. 2.17) 
在 相差 一 个 Op (SE" "ORT BE CF BF. 2. 17) 的 分 布 核 
ERE S |zx|/|y| x: 2e 中 .所 以 若 N, 是 这 样 的 正 整数 , 它 
使 得 在 supp %g 上 >) ox) = 1, 则 只 须 在 (4. 2. 17) 所 示 的 


一 NoSySsNo 
和 式 中 保留 使 1p 一 p'| SN, 的 项 . 于是， 


H-A P= 5, DRD — 9(G7D) 


X AQ — $27 ^"'D»D$((^*2). (4. 2.18) 

该 式 的 右 端 还 可 写成 
$8, ,8.,, (4. 2. 19) 
其 中 
-az 5, 2, $600 一 %(D)) 
X AQE, PDA — HDNET). 
注意 ,对 较 大 的 5 算 子 ov, 的 象征 为 Doala, 20 RA 
Sym(AX,) = $Gr)a(2 ^x, 2*8) + r,(a, E), 
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EHra, E) 是 Si.% 类 象征 ,N 可 以 任意 大 . 因此 算 子 (4. 2. 19) 
的 象征 为 pr, cor, O, RP 


ray = Doria, 2°08) cS 


对 一 切 N mr. C] 

最 后 ,我 们 指出 ,可 以 在 一 个 二 次 微 局 部 邻 域 中 讨论 上 述 算 子 
及 相应 的 象征 . 例如 , 若 adr, €) € X7" 在 (6xo; 如 ) 的 一 个 二 次 
微 局 部 邻 域 中 成 立 , 则 说 ac, DE C82; 纪 ) 的 二 次 微 局 部 邻 域 
中 属于 OpCE 70. X alr, EET; 名 ) 的 二 次 微 局 部 邻 域 中 
不 等 于 零 , 且 满足 


a edz, AE) > CA" (A" , Ye, A> 0, (4. 2. 20) 


则 称 ala, DE Sro; £D BARK MRAM. 

同 拟 微分 算 子 理论 相仿 , 若 4 = a(x, D) 是 Op ORT, 
YE (Oxo; 5) 处 为 二 次 微 局 部 椭圆 , 则 z 在 (zo; 名 ) 处 二 次 微 局 部 
地 属于 AB FE RE Au 在 该 点 二 次 微 局 部 地 属于 
Ip 
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本 节 中 将 应 用 前 面 的 结集 来 讨论 奇 性 的 三 叉 干 扰 问 题 . 在 讨 
论 过 程 中 ,需要 先 给 出 二 次 微 局 部 正则 性 的 传播 定理 ， 

一 、 二 次 微 局 部 寄 性 传播 定理 

设 尸 为 一 个 Op(S7 0o) 类 拟 微 分 算 子 , (0, ) 为 其 特征 点 ,Y。 
ASF PP 过 该 点 的 次 特征 ,我 们 考察 在 该 点 邻 域 中 以 了 为 主 项 的 
二 次 微 局 部 算 子 的 奇 性 传播 定理 . 

定理 4.3.1 WP C OPSI, 其 主 象 征 满足 p.(0, &) = 
0, Vip, CO, D Æ 0. ER € OKE), BEE HC, £0, E) 
的 二 次 微 局 部 邻 域 土 GX 本 中 属于 Op(3” 7 OC n), 此 
外 ,又 假定 : 
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2 


图 4.3.1 


(D 在 原点 邻 域 中 x € Ho; 

(2) EO, EORR CP 十 Rou € HO" 2; 

(D 在 7Y_ 的 邻 域 中 x EH +. 

M u 在 (0, MGR F H0" :. HEN LAW | 
Hnc, 其 中 :为 任意 正常 数 . 

回顾 在 第 2 章 中 对 分 布 波 前 集 传播 的 讨论 ,定理 4. 3. 1 的 条 
件 与 结论 均 与 定理 2.2. 1 相仿 . 但 由 于 涉及 双 指 标的 Sobolev 空 
闻 ,其 叙述 变 得 更 复杂 ,此 外 ,定理 4, 3. 1 的 结果 也 稍 差 些 ,表现 为 
uk Y. ERTERUTESEMEAKCT Y 上 的 正则 性 . 

为 证 明 这 个 定理 需要 将 算 子 了 十 R 改变 形式. EXE P +R 
3L — T 1— m 阶 的 椭圆 算 子 ,从 而 不 妨 设 定理 4.3.1 中 二 1. 
然后 ,利用 椭圆 Fourier 积分 算 子 可 以 将 PP 的 主 象 征 变 成 &, 也 就 
Ri WF P--RAEHLD, 十 R, 的 形式 ,其 中 RE Op(3 1), 上 且 
EO, $,) 的 二 次 微 局 部 邻 域 中 R E Op(S" H Op’). 88 
后 再 设法 将 算 于 D, 十 R。 化 成 D. 的 形式 . 关于 用 Fourier HOH 
了 对 拟 微 分 算 子 或 Op (2*" ) 类 算 于 进行 变换 的 方法 这 里 不 作 详 
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述 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 文献 L[78]、[108j、L20] 等 . 下 面 说 明 
如 何 通过 一 个 变换 将 D. + Ro 中 的 Ro 消去 ， 

在 下 面 的 讨论 中 , D. +R, 的 主 象征 为 Ši» G 为 (1， O, os, 
0) 的 一 个 锥 邻 瑾 . Y, O' ) 在 底 空 间 上 的 投影 为 x. SR IE CM 
4}. 1 

3|384.3.1 iE R, € Op(S^ 7D, 又 在 ( 士 G) XPHRE 
Opts?) + OpCQ2? ) , WAER N > 0, E REPE G C. RT. 
有 在 Ce XP PARMA WAT E € OpCE* ) 使 得 在 这 个 二 次 微 局 
部 邻 域 中 有 

E*(D, +R) 一 万。 巨 EOp3 N) 3.1) 


证 明 分 别 考虑 以 下 两 种 不 同 的 情况 ， 

(OD Ge 为 ( 土 1, 0，…，0) 的 锥 邻 域 . 例如 设 Go AFC 中 ,将 
巨 的 象征 写成 te + ees Epe, € 2^ 0, 以 下 设法 来 决定 各 
个 6;, 由 象征 运算 知 ,e, 应 满足 


9 3 
Te treo Sa, rese (4. 3. 2) 
HPs, 由 Eor *** . €, | 所 决定 . 首先 ,由 (4. 3. 228 
é = exp| Ji r(t, z', dt, (4.3. 3) 


而 被 积 函数 满足 


GE ia| iĝi {& {io tet + 1A 


E B. J grum hc = AS —PÀÀÀ  — 
[3$ Dire, a^) x C G ug TC c el ri 


故 易 得 (4. 3. 3) 中 的 积分 属于 2^. 从 而 es 本身 属 于 E.. 
”归纳 起 来 , 当 我 们 知道 了 在 三 j 一 1 时 se eS :后 ,在 
(4.3.2) 中 的 s, 就 是 EU c C 类 象征 ,用 同样 方法 可 得 eo, € X^ >, 
(2) Ce DECL, 0, …， 0) , 则 在 G 中 1z | d |. 不 妨 设 
Go 可 以 用 x € Gy, (e — e|z d m Gd €) |z' | REX, 
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(4. 3. 2) 的 解 可 以 写成 


esr, x', 8) = exp| — | z' tdi) . (4.3.4) 


由 估计 式 
lat Dra, z', | LCE I0 + fat | |B] rim 


可 以 得 到 (4, 3. 4) 式 中 的 积分 属于 E^ Mile HAF’ H 
着 ,用 同样 的 方法 可 推 知 e; € X" 7. 

根据 E 的 象征 的 诀 定 方式 , 算 子 五 满足 (4. 3.1) 是 显然 的 . 口 

结合 这 个 引 理 中 所 作 的 化 简 , 为 证 明定 理 4. 3. 1, 只 须 讨 论 
P=D,, R = 0 的 情形 .于 基 只 须 证 明 如 下 的 定理 ; 

定理 4. 3.2 设 在 原点 的 邻 域 中 zx € H^ 77. EO, 6) 的 领 
域 中 Du E H O? 微 局 部 地 成 立 ,又 沿 着 7_ 微 局 部 地 有 w E 
Het, NIZE CO, E) BY 3p; F x HE XE B £20 有 € H'* -5H 
u € H72— WHÉ Y nar. 

此 定理 的 证 明 依赖 于 以 下 三 个 引 理 ，: 

引 理 4. 3. 2( 在 进入 次 特征 上 的 传播 ? 以 Sr wid. 0, o, 
0) Bs >, Dau € HO 在 (一 zo; 名 ) 二 次 微 局 部 地 
成 立 , 且 对 T>O0,“€ He 在 (一 t， O, ,0, 名) 微 局 部 地 成 立 ， 
Nju € He" Elir 名 ) 二 次 微 局 部 地 成 立 . 

引 理 4.3. 3( 沿 著 2- 次 特征 的 传播 》 设 对 v € 77,60, 
—1Sc<1, Dayu € HOH Ele, e, 总 ) 二 次 微 局 部 地 成 立 ， 
u E€ H5 d 在 (一 1， ev; £o PR EB Rb at wy , Wt —4] c € [— l, 
1], u € He TE Cc, €v; eso) 二 深 微 局 部 地 成 立 ， 


引 理 4. 3. 4( 在 离 去 次 特征 上 的 传播 ) 设 对 ” <— 1,4 


on, € Git D,u € A tQ, 60 UOS MH YY 
v € S ?, e> 0 fi ite € H^" TEC, e; &) 二 次 微 局 部 地 成 
SE D u € HE d 在 (r， 0， Tr y, 0; 6) 处 二 次 微 局 部 地 成 立 . 特别 是 
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在 人 6， 0, =+, 0, EA u € HUS 微 局 部 地 成 立 . 
定理 4. 3. 2 的 证 明 有 了 上 述 三 个 引 理 ,定理 4.3.2 可 以 很 
快 地 被 证 明 . 事实 上 , 记 该 定理 中 的 ;为 ww,; 取 ss 二 30 一 8,s' = 


去 + 十 c, 其 中 为 任意 小 的 正 数 , 则 由 引 理 4.3. 2 知 


u € 在 (一 9zo, 人) 二 次 微 局 部 地 成 立 . 
于 是 ,在 这 点 的 二 次 微 局 部 邻 域 中 ,zx 也 有 这 样 的 二 次 微 局 部 正则 
性 .由 引 理 4. 3. 3, 可 以 将 命题 

“u € H-* -?** fgG, ev, 名 ) 二 次 微 局 部 地 成 立 ” 
从 < 三 一 1 成 立 推进 到 < = 1 成 立 . 最 后 为 了 应 用 引 理 4. 3. 4, 需 将 
sHuk 一  — e. 从 而 得 到 


u E Hot IEC, 0,…, 0; 与 ) 二 次 微 局 部 地 成 立 ， 


H u € 五 "在 (ro 名) 点 微 局 部 地 成 立 . 这样 ,函数 x 的 微 局 部 
正则 性 就 从 Y- 越过 原点 传播 到 Y. E. 但 是 ,其 正则 性 的 阶 减少 了 
2e《 它 与 一样 ,为 一 个 任意 小 的 正 数 ). 口 

2]38 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4 的 证 明 ”这 几 个 引 理 的 证 明 方 法 
相仿 ,都 是 利用 定理 4. 1. 10 将 函数 w 的 微 局 部 正则 性 化 成 一 个 积 
分 的 估计 . 在 证 明 中 要 用 到 经 典 的 Hardy 不 等 式 


| (e oe + 5)7*f Gs] 


IRH) 
< Cla) il f li Hgtys (4.3. 5) 


其 中 a> l, 以 及 
| (e+ nom] ce + sY fGods] 


HC) 


s CD IH £l is (4. 3. 6) 
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其 中 e> h. 
为 证 明 引 理 4. 3. 2; 记 w = € H^». Ay, = 
$^ *D)u, 由 于 在 一 Sze BMG P n1 Lc] WA 


u(x) = ii w(t, 2’ de, 


|| 27^ 十 BP la Hwa) IN te Sees Lied < oe. 


(4. 3. 7) 
利用 (4. 3. 50 ,2£ HX 


<E 一 2:5, a= s! T 1, F@ = (G Ta wC ts r)a 
可 得 估计 
| 2^€1 十 2^ Lr Du GO | io S d,s; yg x oo, 
(4.3. 8) 


由 定理 4. 1. 10 BẸ u € H^" 在 (一 6xo; 60) 二 次 微 局 部 地 成 立 . 
为 证 明 引 理 4. 3. 3, 对 方向 vy 在 Rz 中 的 锥 邻 域 Gr, tF 


G, = {(8x,, dx'); ÒL! € Gh, aldz'| < br, < Bldz']}, 
G, = {(6x,, 82); dx’ € Gt, a, |dz'| < dx, < B. dox |). 
EP axe c B, B. 由 引 理 4.3.3 HASE 4.1.10, 8 [AB 


du, 


Jere + aria" pt 
aX, 


1o, = 8 Dis < co， 

(4. 3. 9) 
l| 2X1 + 2^]! D^, line dos Vas < oc. 
(4. 3. 10) 


利用 Hardy KER HBS. 3. 9) 式 ,就 可 以 将 (4. 3. 10) 中 的 积 
EMG, 扩大 到 Co, 所 以 xz € H7 * 成 立 的 区 域 可 以 与 w/a € 
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HUC 的 区 域 一 致 ,从 而 得 引 理 4. 3. 3 的 结论 ， 
为 证 引 理 4, ji 4 DA Giga, 0, "t 0) 的 小 锥 邻 域 , 则 引 理 的 
条 件 说 明 
[ee 十 2^ ll = < fps 248 « e, 
(4. 3. 11) 
"Cd + 2^ |x, Du, l| oz X d,. Dd? « co. 
(4. 3. 12) 
AO RERLSMIEAS E £0 1 SF 1A COREL AG = 
Ala); SX ORE CEN 1 x SE E G 中 的 齐 零 次 函数 , 它 在 
原点 外 为 C”, 刚 有 


[27a + 2ela H hu) au, See 
GT; 


0G) > 


Wei on. (4. 3. 13) 


利用 Hardy 不 等 式 (4. 3.6), HM e = 27,a —— 9 — 1, WR 
fa) = GE D? 2 Oh). a). BA 
1 


Il 2”(1 + 2? lay D XA pu, | Pad X Ops De «oo. (4. 3. 14) 


从 而 得 引 理 中 所 述 的 wj 的 正则 性 , 口 

=. 余 法 分 布 空间 

在 定理 4, 3.1 与 定理 4. 3. 2 中 所 述 的 奇 性 传播 的 结果 与 定理 
2. 2. 1 相当 . 然而 在 讨论 具有 花 状 背 性 结构 的 问题 中 ,用 余 法 分 布 
更 能 表现 奇 性 分 布 的 特征 ,因此 ,以 下 用 类 似 于 第 3 章 中 的 方法 ， 
引入 相应 的 余 法 分 布 空间 ,并 以 此 为 工具 讨论 三 又 干扰 问题 ， 

定义 4.3.2 i E H Op), CHRE mod E" 一 的 意 
MP SF 
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z(x, $) = da, @ré,, 


其 中 [Diao x C,.lxl! '", WHS HBR € 35. 

定义 4.3.3 WEE 1 AAR PREY Zis n Zn 所 
构成 的 Lie 代数 ( 它 是 Op CE OT REO. 若 对 于 任意 的 重 指标 
I= (is || 二 {三 ,有 


Z,*-Zu€lH"', (4. 3. 15) 


WH u 属于 余 法 分 布 空间 HO C, k). 
定理 4.3.3 Rs> fests >Z, WHC, MTR 


数 , 而 且 , 若 F (ui, t, avw) 是 其 变 元 的 C? 函数 ui (x), set, 
ux Cr) ;属于 H^" (E, k) D 


F(a, u, xr), zt uxsCGx)) € H*y CE, k). (4. 3.16) 


WEB] LEK 下 为 两 个 函数 乘积 的 形式 . EZ JOE SC I 
场 Shar) oat 它 与 Z 具有 同样 的 象征 , 则 在 相差 一 个 
OpG* "ONTNEEXFZ-Z:Z-H. 如 果 以 记号 “~” 表 示 相 


差 一 个 H*“ 函 数 意义 下 的 相等 , 则 根据 色 与 也 的 性 质 以 及 
(4. 1. 23) 式 , 则 有 


Zu ~ ZHu, 
Z(auv) ~ Z(uv 一 Euv)) ~ Z(m 一 Eu Ev), 
从 而 
Z(uv) ~ Z(Hullo + Eullv + HuEv)) 
~ Zu su tu  ZITv + ZEu + IIo + ZEv + Hu. 
(4. 3. 17) 
由 于 函数 4 = ŽEu 满足 
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l le | D'at) d. x C, 


iff s > 5 BA |D'a Cz) | C |x | ^^, 故 如 果 用 M: 记 以 a 为 象征 


Bd Op(S> DAF, My = S (allo) ~ (ZEu) Mv. 同样 , C4. 3.17) 
右 端 的 最 后 一 项 也 可 写成 Mu 的 形式 ,其 中 M ORO 8 
子 . 于 是 (4.3.17) 可 以 写成 

Zw) ~ Zlu vu Ziv + Miu + Mv, (4.3. 18) 


依 此 方法 ,还 可 导出 Z^ Ge RAR, HM BA uo € H^" (E, 
D. 对 于 一 般 的 非 线 性 函数 己 , 也 可 有 类 似 的 公式 .下面 不 妨 设 
n=l, [ui 


ZF(u) ~ ZOF(u) ~ ZIG (ua) — FCEu)) 


aa SE o Zu + ZEu| S5 aF 
da 


(u) 一 5, Eu) | 


~ oF Zu + ŽEw| n SE) > 


Bru ;对 于 一 般 的 Fa, "ME un)» 


ZF (u(r), +, uy(x))~ S] oF Zu) 十 mm, $=. 
j 4 
(4. 3. 19) 


利用 归纳 法 ,ZECzy us ee, uw ALLL ERN A, Zu, 为 元 素 
的 表达 式 , JIS i, 且 在 系数 中 只 涉及 非 线 性 函数 与 Op CE") 
算 子 ,而 且 所 有 可 能 的 了 都 满足 MISI. 由 于 ERRE 
合 下 不 变 , 且 Op ORF H7 映射 到 自身 , 故 


ZF (x, Mis ttt, uy) € H*g 车 {it <k. (4. 3. 20) 


从 而 得 (4. 3. 169.0] 
三 、 三 义 奇 性 干扰 问题 
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现在 转向 讨论 非 线性 波动 方程 
[lu = ft, x, y, u) (4. 3. 21) 
WZA T E IRL ER TA eS. m. X ARA 
点 的 前 向 特征 锥 D^ ,可 以 定义 一 个 退化 向 量 场 空间 .x. 对 于 任 一 
元 素 M € A, M BOSEPEE TE XC] EOS E X. x. E. T ABH. 
退化 向 量 场 集 合 A 关于 换 位 运算 是 封闭 的 , 即 由 M. M, € 
A 可 推 知 (M,, M.) € —. 事实 上 ,由 于 .HK 中 的 元 素 在 模 
Op CS  ”) 的 意义 下 可 以 用 向量 场 来 表达 ,所 以 ,对 [ad MS). P 


须 考察 常 义 向 量 场 Da, 35 220, 3 的 换 位 . 显然 


Dag 5 655 |= Das, 4.3.22) 


其 中 6 = Dla FA — 652) 2, 它 也 满足 不 等 式 [Deo | 
X Cizl, Bk (Mis M] 为 退化 向 量 场 . 又 车 在 原点 之 外 局 部 


da 52 = 05 Da o. 故 


a a 
Det = Da Fo) +6 bgr Ha) = 


从 而 UM, M,]€ 4. 
与 8 3. 3、8$ 3. 4 中 所 作 的 相仿 , 若 从 退化 向 量 场 集 合 空 中 能 
选 出 有 限 个 退化 向 量 场 {2Z,} ,使 得 任 一 Z € 之 都 能 写成 


Z= Ď AZ, + As, (4. 3. 23) 


其 中 Ao. A, 都 属于 Op), WRZ) A & Ay — m X. 
定理 4.3.4. 存在 -x 的 一 组 基 , 使 得 如 下 的 交换 子 关系 成 
Xa 
0, M] = ZAM; + B[] + Aas (4. 3. 24) 
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EP An, Ai, c OpZ NS B, c Ops"), H 


Ans A, € Opt *) 4 Op’), 
(4. 3. 25) 
B, € OpCE* !) + Op(S O) 


在 六 上 二 次 微 局 部 地 成 立 . 这 里 六 由 所 有 满足 
pue a ma Sa (4, 3. 26) 


B3, x Ct. dx. Oy; c, €, 7) 所 构成 . 

证 明 ”首先 在 每 个 二 次 微 局 部 邻 域 中 构造 这 样 的 基 , 然 后 再 
通过 单位 分 解 的 方法 加 以 粘 合 . 若 (38x; 全 € D. Wor, 人 不 会 
Me PARE CA 3. 25) 不 出 现 ,从 而 (4. 3. 24) 成 立 . HH Ox € 
P\CU X), 则 .到 在 3z 的 邻 域 中 可 由 


A = tD, + 2D, 十 3yD xD, — yD,, 
tD, + rD,, tD, + yD, 


生成 ,从 而 由 直接 运算 知 (4. 3. 25) 成 立 . MB 0x ENS, 则 可 
以 在 经 过 一 个 坐标 绕 1 轴 的 旋转 变换 后 ,将 5; 变 到 平面 i 十 x = 
0, FÆ -A E Ox 的 邻 域 中 可 由 
A, TD,+tD,, HDD, + »(D, — D) 

生成 . 

为 了 由 各 个 邻 域 中 所 得 到 的 基 导 出 整体 定义 的 基 , 作 RE x 
Re 中 的 单位 分 解 1 = XXu Gh (D, RP xa 5h. OME 
次 函数 ,六 的 支 集 在 锥 Y 中 ,Xe 的 支 集 在 锥 ss 中. HE 
Xa Gh CONTR IERI Op) 算 子 了 To， 并 在 每 个 相应 的 二 次 微 
局 部 邻 域 中 ,以 Tea 代替 前 面 所 得 到 的 内. 我 们 希望 通过 适当 
的 单位 分 解 的 选取 ,使 得 用 上 述 方法 构造 的 算 子 集合 能 得 到 ou 
的 基 . 子 是 ,函数 us FACE) 的 选取 则 是 关键 . 

我 们 这 样 来 构造 x 5 n. 首先 ,将 每 个 Y, 取得 充分 小 ,使 得 它 
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至 多 含 交 线 厂 门 马 中 的 一 个 . 若 Y. 含 特征 方向 , 则 存在 R 中 的 锥 


土 g。, 使 得 由 (6x; £) E 丫 与 & EY, 可 导致 6r Cte. BHA 
可 取 为 支 集 在 Y, 中 的 齐 零 次 函数 , 旦 在 原点 外 为 C”. 对 每 个 x, 取 
在 原点 外 为 C“ 的 齐 零 次 济 数 集 {Xp} ,使 得 其 中 有 两 个 函数 分 别 
在 士 Y 上 等 于 1, 而 所 有 xo 关于 8 的 各 为 1, FÆ OG GOAL! 
就 构成 所 需 的 单位 分 解 , 从 而 由 前 面 的 说 明 就 得 到 了 .A 的 一 组 
AE. 再 根据 Op CET 7» 类 算 子 的 运算 规则 知 (4. 3. 242 5) (4. 3. 25) 
成 立 . O 

利用 关于 指标 的 归纳 法 ,可 以 将 定理 4. 3.4 推广 到 重 指标 的 
情形 , 即 如 下 定理 ， 

定理 4.3.5 设 {(Mz} 如 定理 4. 3.5 中 所 给 定 , M = M, 。…。 


M MFE An € OPCS), Bix € OPCS"), 它们 在 关上 满足 


An € Op(X*: 7?) 十 Opr’), 
B, € Op(Z* 7) + Op(X 7», 
且 使 得 交换 子 关 系 


[Els M'] = >; AyM + Bk M*[ ] 
oz xg 


< |K|x Ir -1 


(4. 3. 27) 
成 立 . 
其 详细 证 明 留 给 读者 . 
定理 4. 3.6 u 是 波动 方程 
Che = flt, x, y, u) (4. 3. 28) 


BY HITO 解 ,在 :<0 Eu € HUIA, k), s> 2. WER 
附近 对 一 切 s' < s, 有 ww € HOTLA, k). 
证 明 用 归纳 法 证 :对 每 个 /之 &,w € HOIA, D. AU, 


iip) BA RR Mu Hox. 希望 能 归纳 地 证 明 如 下 的 命 
B. 
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LU, + RU, = Fi, 


其 中 Ry, € Op 71, 


(A, (4. 3. 29) 


EY E A, € Op(^ -*) + Op"), 
lfs <s, A F, © Ht, 
fpe (ADs = 0 成 立 是 显然 的 . 今 若 命题 对 ?成 立 , 即 可 断 
HuC€H'^ 7204, 由). 事实 上 ,4 € H» 3 BRU, € Hot, Wi 
在 一 切 非 特征 点 , 算 子 口 十 A 可 以 具有 二 次 微 局 部 意义 于 的 道 
算 子 , 它 属于 Op’), KU €. HUI 在 特征 点 ,利用 定理 
4.3.1 的 结论 ,可 知 在 二 次 微 局 部 的 意义 下 UU € H^ 3. 所 以 
u €E HUILA, D. 这 样 ,为 证 明定 理 , 只 需 指 出 由 zx € 
HUILA, D 可 推 得 命题 (Hi,1). 
利用 定理 4.3.5 可 得 
LY, 十 RU = Fas (4. 3. 30) 
其 中 Ai, B A, AR. F 由 CM! + EBM Oe 组 成 ,其 中 


|Z | 一 ! 十 1 由 定理 4.3.3 知 , Cle = fa, Xs ys u) E H^ *, Br 
以 


Faa © H^-$ C HF, (4, 3.31) 


此 外 , Rii 的 性 质 由 定理 4.3.5 给 出 .这样 , 就 推 得 了 C5,,1), 从 
而 定理 4.3.6 得 证 . O 

定理 4.3.6 就 是 关于 波动 方程 三 叉 奇 性 干扰 的 结论 . 由 此 定 
理 也 可 推 得 下 面 形式 的 结果 , 它 的 条 件 与 结论 都 不 用 二 次 微 局 部 
的 方式 表达 ， 

定理 4.3.7 设 w 是 方程 (4. 3. 28) 的 Het! 解 , 在 上 一 0 时 ， 
对 > 之 和 任意 整数 和 ,有 xu © HCE, UE, U X0. 则 对 每 个 
ome, 有 
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Mu E HH 在 (UB)UT' 外 ; 

Du E H(X; k) EEIN Uk UTH) Bs 

(3)u EH Tt, 在 T+ NU Xp Bir. 

这 个 定理 可 由 定理 4. 3. 6 推出 . FLEE, TEC COMM 
指标 Sobolev 空间 H" 与 常 义 的 Sobolev 空间 H'*" 在 局 部 意义 
下 是 全 同 的 , 故 取 * 二 o LS 定理 4 3.7 的 各 个 结论 即 可 由 
u € HOPA, k) 推 得 ,定理 最 终 说 明了 ,在 三 个 带 有 余 法 奇 性 
的 波 阵 面相 干扰 以 后 ,可 能 有 新 的 奇 性 沿 着 过 坟 叉 交点 的 特征 锥 
传播 出 去 ,而 在 除 这 些 特征 曲面 外 , 解 的 正则 性 几乎 不 变 ， 

”关于 三 叉 奇 性 干扰 的 进一步 研究 ,J. Y. Chemin 在 文献 [32] 
中 讨论 了 方程 (4. 3. 28) 右 端 还 依赖 于 未 知 函 数 的 导数 的 情形 . 文 
献 [67] 中 讨论 了 高 阶 双 曲 型 方程 的 三 叉 奇 性 干扰 . 二 次 微 局 部 分 
析 方 法 在 研究 双 曲 型 方程 组 Canchy 问题 的 花 状 奇 性 结构 时 也 十 
分 有 用 ,读者 可 参见 文献 [21]、[51j 等 . 
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完全 非 线性 方程 的 奇 性 传播 定理 


85.1 主 型 方程 的 奇 性 传播 定理 


本 章 讨论 完全 非 线性 方程 的 奇 性 分 析 , 主 要 讨论 弱 奇 性 传播 
问题 . 由 于 方程 的 特征 与 解 有 关 , 故 在 这 种 情形 下 , 解 的 奇 性 传播 
问题 要 比 线 性 或 半 线 性 情形 复杂 . 这 时 ,不 仅 解 的 奇 性 的 传播 途 
径 , 甚 至 解 的 奇 性 的 刻 通 都 与 未 知 的 解 有 关 . 在 讨论 完全 非 线性 方 
程 的 弱 奇 性 传播 时 ,为 了 利用 对 线性 方程 的 一 些 处 理 方法 , 先 得 设 
法 对 非 线性 方程 进行 线性 化 . 线性 化 的 方法 自然 有 多 种 ,其 中 一 种 
最 有 效 的 方法 ,是 利用 仿 微 分 算 子 作 线性 化 ,因为 在 这 种 线性 化 的 
过 程 中 ,所 舍弃 的 是 具有 较 高 正则 性 的 项 ,而 这 种 舍弃 一 般 不 影响 
奇 性 分 析 , 这 样 , 一 个 非 线 性 问题 就 可 化 成 线性 问题 进行 处 理 了 . 
关于 仿 微分 算 子 的 理论 在 文献 [16]、[57]、[109] 中 有 详细 的 介 
绍 , 为 了 读者 的 阅读 方便 ,在 附录 中 对 仿 微 分 算 子 的 一 些 基 本 的 结 
果 给 出 了 概要 的 回顾 . 

在 第 2 章 中 已 经 证 明了 线性 的 主 型 偏 微分 方程 解 的 奇 性 传播 
定理 ,这 里 采用 微 局 部 能 量 倍 计 方 法 ,给 出 另 一 个 证 明 . 将 此 方法 
作 相 应 的 修改 ,就 可 以 得 到 非 线性 方程 的 奇 性 传播 定理 . 我 们 将 非 
线性 方程 的 奇 性 传播 定理 分 解 成 两 步 加 以 证 明 , 也 是 为 了 使 读者 
免 于 阅读 一 个 过 长 的 证 明 , 并 便于 了 解 当 所 讨论 的 方程 从 线性 变 
为 非 线 性 时 ,有 些 什么 新 的 问题 需要 解决 ， 

首先 让 我 们 来 复述 线性 方程 的 奇 性 传播 定理 . 

定理 5s.1.1 iP 是 定义 在 区 域 中 的 线性 狭义 主 型 偏 微 
分 算 子 ,x 是 方程 Pu = f HR., f € H7" (2), A 二 (xo, Eo) 
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€ T' (0) 满足 如 (zy £0 = 0, Y BAF PU A 的 次 特征 带 , 则 
由 A, € WF. u) PREM Y N WE, u) = Ø. 

定理 5. 1. 1 的 证 明基 于 -~ 个 微 局 部 的 能 量 佑 计 , 利 用 这 个 信 
计 , 可 以 逐步 改进 解 在 次 特征 带 Y 上 的 微 局 部 可 微 性 . 函数 u 在 
Cao, 如) 的 微 局 部 正 刚 性 ,已 在 上 章 中 定义 过 ,又 若 忆 为 了 GP 
的 锥 子 集 , 则 xz CHU) 就 意味 着 a E€ Hr, OMe, 60 € 
U 成立 ,并 且 还 定义 u 的 半 模 为 


lloc = |] Mu lars (5.1.1) 


其 中 MAXREU 中 的 零 阶 拟 微 分 算 子 ， 

我 们 先 对 定理 作 一 些 化 简 . 对 算 子 P 乘 以 一 个 1 一 x BAH 
圆 型 偏 微 分 算 子 Q@, 则 问题 就 化 成 P 是 一 阶 算 子 的 情形 . 事实 上 ， 
EQ 的 主 象征 q(x, 有 为 齐 1 一 mr 次 函数 , 则 在 Pu 一 了 两 端 乘 以 
QQ 后 ,可 得 QPu = Qf. 注意 到 glz, ORAS ME PAR 
(ETE EH, “与 H, 相 平 行 ,所 以 QP 的 次 特征 带 与 P 的 次 特征 带 
完全 一 致 . 另 一 方面 ,由 子 1 一 m 阶 椭 贺 型 算 子 的 作用 将 分 布 了 的 
WEE 波 前 集 变 成 WF 波 前 集 , 所 以 对 于 m BRA P 的 定理 
5.1. 1 APRA Hi m = 1 的 情形 推出 . 此 外 ,可 以 只 考虑 曲线 7 在 
Gro» 加) 点 附近 的 一 段 , 若 此 时 定理 的 结论 成 立 ,就 不 难 通过 逐次 
METH ,得 到 定理 对 整个 y 成 立 ， 

iV 是 点 4 的 锥 邻 域 ,U 是 曲线 Y 的 锥 邻 域 ,我 们 建立 如 下 
形式 的 能 量 不 等 式 : 


| Kou ||- < 8 || KaPu ||. 
+ Mi lel. + [Plea + lu|:-:,v + || ze || un} 
Vu € Co COD, (5. 1. 2) 


其 中 Tfi 20. Q, C Q, N 为 一 任意 正 数 ,而 Ks 为 一 适当 的 零 阶 拟 
微分 算 子 ,其 象征 满足 在 下 面 引 理 5. 1. 1 中 列举 的 性 质 . 当 
rt 二 0 时 ,估计 式 (5.1.2) 简 化 为 
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Il Keu flo SOW KaPu || o + MO lo v + uuu 
(5.1. 3) 


这 样 ,以 下 需要 证 明 两 件 事 ; 一 是 指出 定理 5. 1. 1 的 结论 可 以 由 
(5.1.2) 式 导出 ;二 是 证 明 微 局 部 能 量 估计 式 (5. 1.2), 而 作为 其 第 
一 步 , 先 证 明 (5. 1. 3). 

引 理 5.1. 1. 存在 拟 微 分 算 子 类 *, 它 的 象征 ke 满足: 

(OD CTXCIB RRSEU 中 ,在 Y 上 为 正 ; 

(2) 关于 为 零 次 齐 次 函数 ， 

(3) XE V 外 Hke > hs, XH B pulz, £) 的 Hamilton 
向 量 场 . 

证 明 将 所 有 诸 量 (xo, £0. HL YUL V 投影 到 余 法 从 
T' (0) 上 ,可 以 先 在 余 法 从 上 构造 ,然后 关于 SES KER. 
由 方程 为 狭义 主 型 的 假定 知 吾 天 0, WOME TD EARE 
换 , 它 将 次 特征 Y 拉 直 , 并 将 互 ER A, = 3,. 以 下 不 妨 设 AS 的 
BAA, 0, …，0)， 次 特征 Y 上 指定 段 的 象 为 0, 0, …, 0) 到 
(1，0，…，0) 的 区 间 . 于 是 容易 构造 一 个 CRMC), 使 得 对 
充分 小 的 5 > 0, 函数 8 的 支 集 在 区 间 (一 5, 1 十 6) 上 ,在 区 间 
(101—280, 1 -- 0 HE Cy) Z0. BECP KOC. s. x DME 
集 在 原点 的 分 邻 域 . E $C) = £CyD0Cy, sy Yea» ju $GOR) X 


集 含 在 7 的 邻 域 Öh, Bie UNV Hg > 0. 
MA ka = gexp(2y,/5), MI 


H, b, = (H fyexp(2y,/0) + HIS > HIA (5.1.4) 


Ta] 2) Sk JA. E 85 HS 6 25 pz. 3E TE ECT 的 齐 次 延 拓 , 就 证 明了 引 
æ. l 

引 理 5.1.2. 设 天 是 以 引 理 5.1. 1 中 构造 的 为 象征 的 拟 
微分 算 子 , 则 (5, 1.3) 成 立 . 

证 明 ABRAM CK Pu, Kau) RNA 
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Im(K;Pu, Kau) — Im(PK yn, Kyu) 
= ReGK?[P, Klu, u). (5.1.5) 
估计 等 式 左 端的 两 项 ,显然 
lImCK;Pu, Ksw) | x | RPullol Kee ll (5.1.6) 
X P — P* 为 零 阶 拟 微分 算 子 , 故 
jIm(PKyu, Ka] = |P — P*) Kau, Kyu) |/2 
<C | Kan || 3. (5.1.7) 


另 一 方面 ,在 (5.1.5) 的 右 端 ,[P, Ke Hk/i 为 主 象征 的 
零 阶 拟 微 分 算 子 , 故 算 子 iK; (CP. Ko] 有 主 象征 RHE. CEV 


外 不 小 于 $ LEGE BEDLRT ELS Hh 
iKi[P, K] = SKiKst StS, GIL 


RPS, 5S, 为 零 阶 拟 微 分 算 子 ,上 且 S 的 主 象征 是 非 负 的 ,而 S, 
的 主 象征 在 V 外 为 零 . 这 样 ,利用 Garding 不 等 式 , 有 


ReGK; [P, Klu, u) 之 2 || Kou | 


—Mlwl*»— Miuli.v, (5.1.9 


取 6 充分 小 ,并 将 (5. 1.60. 05.1. 2. (5.1. 9AA CS. 1. 52, BI 48. 
(5.1.3935. L.] 

引 理 5. 1.3 在 上 述 假定 下 ,估计 式 (5.1. DRE. 

证 明 XO E RE c WI 48 2h xc SRHELDCO SET ELE k ERK 
WERU PA A + 16102 为 象 征 , 则 出 拟 微分 算 子 的 运算 法 可 知 
| Kaz |]. = |] AT KE le 


lA 


| EKsu || o + | (A — E)Kau ll s 
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< | KEu lo + ILES KaJu lo + I| (A — EDKs Il. 
< | KaEn llo + Cal ot Clu -x (5.1.10) 

EH N 是 任意 大 的 正 数 . 由 (5. 1. 3) 式 指出 
| K;Eu || o x 81 K;PEu || o + MOE lov + || Eull 


< È || KP Eu ||, + Mí July + || z || Sante LIO 


(5.1.11) 
再 将 KPE 写成 


EKP + [K,, EJP + [Ks, LP. E]] + LP. EJK: 
并 估计 每 一 项 ,可 得 
| KsPEu || o S CC || KoPu il. + || Kae ll 
+ MPa + ele + lle i]s 
(5. 1. 12) 


将 它 代 入 (5. 1. 10), FRR 人 充分 小 , 即 得 (5. 1.2234. LT] 

定理 5.1. 1 的 证 明 不 失 一 般 性 ,可 设 w 的 支 集 是 只 的 紧 
集 .在 此 应 指出 ,由 等 式 (5. 1. 2) 各 项 的 有 界 性 可 以 得 到 u € 
AY), H.A J, WELAT M Jiu BF Co (2. 由 《5.1.27 有 


| Kap ||- < È || KaP Jiu ||. + Mi Jiul, v 


+ | PJsu h-i o + PET T li Jiu I. jd. 
(5.1.13) 


由 子 z cH", H u 微 局 部 地 属于 HO NHU), ET 
0 时 ， 


| Fou |e. lu lernus Jules vm ul vs 


HZ || a om bu db ess 
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另 一 方面 ,因为 [P, JEA L 到 L? 的 有 界 算 子 , 且 其 算 子 模 关 
于 ?7 一致 有 界 , 从 而 
[PIu hio S [Pulpo + Clulii,v, 
| KsPJju ll. < | KoPu ll. + Il Ke, L5, PIN || 
+ E PKs}. 
< || KeJjPull.+ WK L, Pllell. 


a | RARA P]]Kau | r 
十 2 I [Jn P JE | r 


这 一 表达 式 是 被 
CCI Pell. + Wella + Kate ll 
所 控制 的 ,所 以 在 了 充分 小 时 ,有 
| Kayu |S || Kul. ERO 7, Ew ll 
+ |G, — DKoJ,e || 


E C81 Kalu ll + Fl Kole ll Cs 


HPC, KB Pull. Wella. lulsv. lel 于 是 , 取 
8 « 1/4C) , 就 可 得 


|| Kod yz ll. < 2C: (5. 1. 14) 
又 注意 ,7 一 0 时 , Jum uA), DBE 27> On 
KJ qu — Kyu. 
利用 Banach-Saks 定理 和 (5. 1. 1403& , B] Al Kou € Hr, (B k fe Y 
EAE, Cu 微 局 部 地 属 子 HOD. 


上 述 论 证 说 明了 , 当 r 扫 时 ,由 &E HSIN HD ue 
Hi. Pu € H; 可 以 推出 xz E Hi. 由 于 可 假设 zx 具有 紧 支 集 , 故 总 
HARAI- N (8 u € 五 >、 从 而 利用 归纳 法 ,可 以 逐步 地 提高 
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u 在 Y 上 的 正则 性 ,直至 它 与 Pa 在 Y 上 的 正则 性 和 在 4A。 点 的 


正则 性 相 一 致 . OI 
现在 转 到 非 线 性 情形 的 研究 ,讨论 完全 非 线 性 方程 
Fn] 会 F(x， u(r), 1, ulr), se Jirgin = 0, 


(5.1.15) 


Kr F RE ETCH C 函数 . 当 xE H' As > > +m BE [u] 
为 工 的 连续 函数 . 如 前 所 述 ,方程 (5. 1.15) 的 特征 多 项 式 


aF 


B. 8) = 2) 3 


l«| 2m 


以 及 相应 的 次 特征 带 都 是 与 x 有 关 的 . 完全 非 线 性 方程 的 奇 性 传 
播 定理 的 一 般 形式 为 : 
定理 5.1.2 设 w 是 方程 (5.1.15) 的 和 解 ,x € WD, s> 


= +m +2, Alro &) 是 方程 的 特征 点 ,7 是 过 A, 的 次 特征 带 ， 


Cr, u(x), =) GY 


XXT:52 —7 —m-—1JuC€ Hx, €), illu € Hh. 


有 了 定理 5.1.1 所 作 的 方法 上 的 准备 ,本 定理 的 证 明 就 容易 
给 出 . 以 下 我 们 只 强调 这 两 个 证 明 的 差别 ,也 就 是 在 非 线 性 情形 下 
需要 多 处 理 些 什么 . 简 言 之 ,其 主要 的 区 别 有 二 :一 是 与 半 线 性 的 
情形 相仿 ,必须 先 假定 u 的 某 些 正则 性 ,例如 xz € Hr, 那 时 
Hamilton-Jacobi 方程 组 具有 C 的 系数 ,从 而 次 特征 带 可 以 被 合 
理 地 定义 ;二 是 由 于 特征 方程 的 系数 也 只 是 有 限 光滑 的 ,定理 
5. 1. 1 证 明 中 的 各 步 ,包括 算 子 K 的 构造 必须 作 相应 的 修正 . 

如 同 定理 5. 1. 1 的 证 明 那 样 ,首先 要 作 的 当然 是 将 方程 
(5. 1.15) 线 性 化 . 这 里 利用 仿 线 性 化 与 仿 微 分 算 子 的 理论 ,将 该 非 
线性 方程 线性 化 为 (参见 附录 中 定理 A. 25): 


DTE? u =r, (5.1.16) 


ILI 


$5.1 主 型 方程 的 奇 性 传播 定理 151 


其 中 -是 具有 较 高 正则 性 的 函数 . 2A t > 2s 一 = —m— ih}. 


r € He? ID; M t < 2s 一 1 m- l, re HH, 
定理 5.1.3 iE PEOGA, Ep o 1 为 非 整 数 ,P 的 
ERE ps EC’ RRM. 又 设 w eC H, Pu E HAD ,以 及 
u€ HG £), 其 中 s 与 1 满足 定理 5.1.2 中 给 出 的 限制 , 则 对 
于 通过 Ge. 0 的 次 特征 带 Y, u 微 局 部 地 属于 HOD. 
证 明 ”本 定理 的 证 明 步 又 与 定理 5.1.1 相仿 ,但 由 于 方程 
(5.1. 16) 的 主 象 征 P Cr, O RAC? 函数 , 故 如 引 理 5.1.1 所 构造 


中 dz 为 球 上 的 体积 元 ,以 一 kax je = [uc — 2") jz! dz! 来 
代替 bs. BIR, ka CME RRA 


Hk = [anc — z') kG')dz'! > EL 


从 而 将 es Xr 6 EFF SURGES CR GERE E SER 5.1.1 中 的 
一 切 条 件 . 然后 算 子 Ke 也 容易 得 到 . 

参照 引 理 5. 1. 2 与 引 理 5. 1. 3 的 证 明 , 并 用 仿 微分 算 子 代替 
其 中 相应 的 算 子 ,就 可 完成 定理 5. 1. 3 的 证 明 . 事实 上 ,由 于 仿 微 
分 算 于 的 运算 规则 与 拟 微 分 算 子 相同 , 故 上 述 两 引 理 证 明 的 思路 
仍 可 采用 . EG. 1.8) 中 的 算 子 S: 是 一 阶 仿 微 分 算 于 ,其 主 象 征 在 
V 外 为 零 . 为 估计 (CS ，z) ,我 们 作 算 子 工 , 它 的 象征 ! E SE 
supp Sym(S2) ES 1,176 V. 外 为 零 , 则 R, = (一 工 )S: 是 一 个 低 
MET. 另 一 方面 汪 的 共 元 算 子 L* 可 以 表示 为 一 个 C= 正 则 算 于 
Ri 和 一 个 象征 在 V 外 为 零 的 算 子 LZA. VA R 记 在 仿 微 分 算 子 


运算 过 程 中 所 导出 的 低 阶 算 子 , 则 在 rn < 二 时 ,有 
[Saes 10 | S | Szus 2 | + | (Rx, z) | 
= Gu, L*w)| + EG, x) | 
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< Gu, Lus, Ryu) | + (Ru, wi 
< Mule lul 22. 


所 以 (5. 1. DARZ. 
注 ADEG. 1. 15) 的 非 线 性 程度 较 弱 , 则 定理 5.1.2 的 结 
论 可 以 相应 地 加 强 . 例如 , 当 (5. 1. 15) 是 拟 线性 方程 时 ,定理 的 结 


论 在 s > ptm +1, tS 2s — 5 — mir. XO CS. 1. 15X 


UE ALPE BNE HE 8 > Em 1, 1 三 2 一 也 一 
m+ 1 时 仍 成 立 . 

从 定理 5.1.2 容易 导出 非 线性 方程 解 的 H 正则 性 延 拓 定 
理 . 它 可 陈述 如 下 : 

定理 5.1.4 设 (5.1.15) 是 关于 z 的 双 曲 型 方程 ,x 是 它 的 
HCO) EP s +m+2, AFA — Qf) (x, <0} MR 
定 区 域 中 . 又 在 zx, 二 0 时 w € H t7 s, Nu CETERA pA 
F HU 

证 明 OKs, = min {2s — 2 — m — 1st} X$ AN {z,>0} 中 
的 任意 点 ro 以 及 任意 方向 名 ,考察 zx Elro £D KPA EWE. 车 
(ror 名 ) 不 是 (5.1, 15) 的 特征 点 , 则 方程 在 该 点 是 微 局 部 燃 吏 的 ， 
于 是 由 粒 圆 正则 性 定理 可 知 zx € HF € Hal, £0. XE 
Cao» EAE C5. 1. 15) 的 特征 点 , 则 由 定理 5, 1. 2 得 到 zx € 
H^(n, &). 由 于 $, BY Da BT Rt 的 一 切 方 各 Nd ucH* (xo). X 
由 zo 的 任意 性 ,可 知 wEHIC0). 以 5 代替 5 又 可 用 同样 的 方法 改 
H u 的 正则 性 ,直至 «cna. (] 

完全 非 线性 方程 的 奇 性 反射 问题 也 得 到 了 深入 的 研究 . 这 时 
新 的 困难 是 :在 含 边 界 的 区 域 中 , 原 有 的 仿 线 性 化 方法 不 能 直接 应 
用 . 为 此 ,Sable-Tougeron 建立 了 切 向 仿 线 性 化 的 概念 与 相应 的 
运算 规则 .无论 是 对 微分 方程 本 身 的 约 化 还 是 对 解 的 奇 性 的 描写 ， 
都 需 在 边界 切 向 与 法 向 作 不 同 的 处 理 . 文献 [120] 中 在 载 有 奇 性 的 
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次 特征 与 边界 横 截 的 假定 下 ,得 到 了 奇 性 反射 的 结果 . 相应 地 , 仍 
以 仿 线性 化 为 主要 工具 ,在 文献 L[138] 中 讨论 了 非 线 性 方程 次 特征 
与 边界 相 切 情形 下 的 奇 性 反射 问题 . 
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上 一 节 中 讨论 了 完全 非 线 性 方程 解 的 波 前 集 型 奇 性 的 传播 定 
BR. 与 半 线 性 方程 的 情形 相仿 ,对 于 一 般 的 方程 ,定理 只 能 给 出 大 
体 上 不 超过 2s 阶 的 弱 奇 性 的 传播 ,因此 在 本 节 中 ,讨论 完全 非 线 
性 方程 余 法 奇 性 的 传播 . 如 第 3 章 中 所 述 ,分布 x 的 余 法 奇 性 的 描 
述 总 是 与 一 个 基准 子 流 形 族 SY 有 关 . zx 在 子 流 形 族 PRAF 
流 形 S 的 法 向 与 切 向 的 正则 性 是 不 相同 的 . 当 u 是 某 个 偏 微分 方 
程 的 解 时 , 若 S 为 承载 u 的 弱 奇 性 的 曲面 , 则 S 必定 是 方程 的 特 
征 曲面 . 由 于 现在 讨论 的 是 完全 非 线性 方程 ,所 以 特征 曲面 本 身 与 
解 也 有 关 , 从 面 $ 也 可 能 含有 奇 性 ,相应 地 ,S 的 切 向 量 场 的 表示 
中 也 将 出 现 奇 性 . 这 样 ,为 使 的 余 法 奇 性 能 合理 地 定义 ,也 还 需 
TEJB RETE ET. 至 于 有 关 定 理 的 叙述 与 证 明 , 自 然 更 复杂 . 在 
本 节 中 ,主要 讨论 完全 非 线性 双 曲 型 方程 的 单个 余 法 奇 性 波 的 传 

i$. 
MENAK R 中 的 一 个 区 域 , 它 与 = 0 相交 . EO 中 给 出 方 

程 
F(x, ua), ry I ula), Dus = 0. (5.2.1) 


Ru 是 方程 (5. 2. DH s > 2] 解 . 记 3 ule) Au EF 
关于 u 的 线性 化 算 子 POS 


aF 
P= >») gu Te ulr), 81. (5. 2. 2) 


lel 三 m 


没 对 于 给 定 的 x 算 子 PP 关于 变量 x, 是 严格 双 曲 型 的 . 并 设 口 位 
FA =N N RZ 所 决定 的 区 域 中 . ia’ = (Tzs 15s 5 94 设 曲面 
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Sia, = $ , c) 是 方程 (5. 2.1) 的 特征 曲面 ,我 们 证 明 可 以 从 
z,« 0 时 特征 曲面 S 的 正则 性 与 解 x 的 某 些 余 法 型 正则 性 推 得 x。 
> 0 相应 的 正则 性 . 

定理 5.2.1 Bs> t+ tom t+ sueHnrMsE 
方程 (5. 2. 1) 的 解 ,S 是 具有 H EMER IE. 若 在 OP 
S€C^,u€ He" ”SS)， 则 在 整个 口中 ,S ACM Hue 
Het (8), 

这 个 定理 的 证 明 将 通过 几 个 引 理 来 完成 . 首先 ,为 了 克服 定义 
余 法 奇 性 的 困难 , 作 一 个 坐标 变换 X, 将 8 展 平 为 x = 0. 对 于 
在 新 坐标 系 中 的 表示 ,定义 余 法 奇 性 是 可 行 的 ,而 原 方程 的 解 就 是 
一 个 具有 特定 余 法 奇 性 的 分 布 u 与 一 个 非 光 滑 坐 标 变换 x 的 复 
合 . 在 将 非 线性 偏 微分 方程 作 仿 线性 化 处 理 时 ,也 种 要 对 上 述 复合 
作 相 应 的 线性 化 处 理 , 这 就 是 所 谓 仿 复合 . 关于 仿 复 合算 子 的 概念 
以 及 它 与 仿 微分 算 子 的 关系 可 见 文献 [1]、[2] 及 [57]. 有 关 结 果 
的 概述 见 本 书 附 录 , 利用 仿 微分 算 子 与 仿 复合 算 子 我 们 建立 在 新 
BAP Xu 的 仿 微 分 方程 ,然后 用 穿梭 法 反复 地 所 高 xX 的 
EWES z'u 的 正则 性 . 最 终 达 到 所 需 的 结果 - 


B a, = $G', x 是 方程 (5, 2. 1? 的 特征 曲 而 , 故 # 满 足 方 
程 


E = ads xz’, XQ. UCT), ee — l, V$), (5. 2. 3) 
其 中 AG, z's Tae be ot7*j &, €) 


> P td, u, ee EF 一 0 


A, FH 


视 为 & 的 方程 时 的 实 根 ， 
将 原始 的 坐标 记 为 (Zz $c. 元 ,) ,引入 H' Fa] Rot Be X: 


Xx, = z + glr, LT =r, Za 一 m. (5.2. 4) 


则 特征 曲面 S 在 新 坐标 系 中 的 方程 为 x, = 0, 而 函数 o (HG. 
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EDs x's XZ:) 可 以 视 为 oe X TEX =0 Bt A3 4. 


引 理 5. 2. 1 Bs>t+tio> t+ sive Ht, gi 


2 (5.2.3), RSE H3. XE Xu E H*7*, $e Ho* t. 
证 明 首先 导出 (5. 2. 3)? 的 仿 线 性 化 方程 ,在 将 (5. 2. 3) 作 为 
$ 的 非 线性 偏 微分 方程 处 理 时 ,其 中 的 wx(ri， zx，z) 应 视 为 给 定 
的 函数 , 但 是 ,x 只 是 Ht 正则 的 函数 ,所 以 在 对 (5. 2. 3) 进 行 仿 
线性 化 处 理 时 ,必须 同时 考虑 非 线 性 与 非 正则 函数 所 带 来 的 影响 . 


不 妨 设 o<s— 5, 因为 不 然 , 引 理 结论 自然 成 立 , 由 于 $ € 
H', WB BEA E EAT u” 。X € CHR, (93, u70 X € C^, 其 中 四 
- 由 仿 复合 公式 (A- 33) 知 ,对 于 任 


= min| s l, o 


n n 
2 2 
—W*E v € Hs y + 1) ， 有 
vo l= Xv HTX tR, REA, (5. 2.5) 
所 以 
u'? (4, z : Zn) = u'? 2 Xle =o 
= Xu P" 十 (Pea, aX sno +R, la =0 
=X u” lz =。 + Ta, wre, z. zp? +R, |- -。 + Q$. 
(5.2.6) 
其 中 Q, 是 出 现在 (A. 17) 中 的 wm 正则 算 子 ,又 由 迹 定理 知 Ry |, 
€ H3, 所 以 有 


u'? (d, al, zx € A’. 
同样 地 有 
(Dubs x n) = Le, UY les 


+ Ta wr. r,s +R, la -。 +Q, 
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其 中 Rs|s -0 € Ht, Q: 为 o, EMA, 0, = min| s 一 F — 2, 


«— 5). R ag ulao € HTE, AN 


On uyg, 2 zo € HME) CHO, 


将 # 所 满足 的 方程 (5. 2. 3) 仿 线性 化 ,可 得 
AGG, x! , Tus uv ; 1, $y) 


= Ta $+ XN. z' E La) + Ta $. T R;, 
(5. 2. 7) 


其 中 R, € 万 ze 所 .利用 前 而 关于 wu 中 的 表示 (5.2. 6) ,可 以 将 
Tau $s, T, cr 写成 


T T, sopt T 3 (x'u'?|. ot Ri lz- + Qu) 
a? + at” 1 1 


= Tä 2 49$ + Ry + Rs, (5. 2. 8) 


其 中 
(m T Qu? |. cs + Rios + 9) 


i 


各 Hm] i +4,-$) i 


而 Rs 是 由 仿 乘法 算 子 复合 所 导出 的 余 项 , 由 附录 中 定理 A. 11 
ati 


A, EEH r PRR ORE AR ST o RECA OE 
" 


$. — T2$. + Tad + Res (5. 2. 9) 


其 中 器 ,A € HO, R 为 前 面 引入 的 Ra Re Re ZA. HEE 


ae a~1 l = 
0 = min 2 . X so 9 3 


$5.2 完全 非 线性 方程 的 余 法 奇 性 传播 157 


= min on A 3 L 


2 2° Zr 
MS CH. 事实 上 ,由 于 一 1 为 35 与 4 的 正则 性 指数 ,而 
sco el 2. didi qucd 故 由 引 理 的 假设 
je d SB (0-1) —* 54> 1, 从 而 由 定理 5.1.3 知 8 
的 H 正则 性 将 灌 方 程 (5.2. 9) 的 次 特征 可 传播, 因而 4 在 4 0 
时 是 H' 函数 ,所 以 , 若 9 二 一 十, 则 引 理 中 第 一 部 分 的 结论 已 得 
iE. 否则 ,以 代替 ,重复 上 述 过 程 ,可 以 进一步 改进 # 的 正则 性 ， 
Z$ EH"? 

S xta 具有 更 高 的 正则 性 时 ,$ 也 可 以 获得 相应 的 更 高 的 正 
则 性 . 由 第 一 部 分 的 结论 ,可 以 设 o 一 :一 去 . 利用 归纳 法 ,为 得 到 
引 理 的 结论 ,我 们 只 需 证 明 : 当 #$€ OT, ye € HH 时 ， 
可 以 推 得 $ C ms 

以 下 证 明 的 思路 与 前 一 部 分 基本 上 一 致 , 由 于 X 是 Ht 
换 , 故 在 前 面 的 推导 中 , 诸 余 项 的 正则 性 应 该 为 ， 


Re H+ | 其 中 8= min otk tsiaj], 


R, |- -0 十 Q$ € Het (+ §-1) -$ Cj Hoi, 


Rel. -。 + QE H (s 3 2} j C Hitters. 


A8 wey a, ax 更 高 的 正则 性 ,我 们 利用 仿 复合 与 仿 微 
分 运算 的 结合 定理 ( 见 附录 中 定理 A. 28), 有 


X'u? = TX ut Ru, (5. 2.10) 


其 中 Le € Elh- R: 是 lIo +k == 1— la|| EWT. 
所 以 
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Ktu € Het lel k+l Z Hew ; 
x d. uo € Ho | Arr. 
由 此 得 


上 eet 
Ku jao CHE, Qna, WO) Leno € HOE; 


uC, x!', x) € HU, à. ud, x, x) E Hi. 
另 一 方面 ,对 于 由 (5. 2. 3) 的 仿 线性 化 所 导出 的 余 项 ,有 
R, € Fett , 
RE Hei, 


Rie Hee) , 
Fh o= s 5 > 243 3E R + R +R E HHH, JA 
面 利 用 定理 5. 1.34g € Htt. 如 前 面 所 述 ,利用 归纳 法 即 可 
得 到 引 理 后 半 部 分 的 结论 . O 
从 引 理 5. 2. 1 知 ,如 果 能 够 提高 Xx“w 的 余 法 正则 性 , 那 就 能 
相应 地 提高 #5 的 正则 性 ,所 以 在 下 面 导 出 XT ue 所 满足 的 仿 微分 方 
程 ,以 期 获得 Xu 较 高 的 正则 性 . 


引 理 5.2.2 设 *> 立 十 三 ,一 5 一 tise Hei, 
«€ HU”, Xu € HOw, 则 X"u 满 足 仿 微 分 方程 
Ty Xu=R, (5.2.11) 
其 中 pp” = pl + pla. 2-, 为 m 一 j 阶 微分 算 子 的 象征 ,系数 属 
POHE j= OR DRE HEH 
证 明 如 在 引 理 5. 2. 1 EMRE 4 xe € Het 


Bf, x°e € H+, 所 以 利用 附录 中 定理 A26 REX' Flr, az， 
u , …)) 仿 线性 化 ,可 得 
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SOT #, Ku +R, = 0, (5.2.12) 
xe 


其 中 RE Hoo c gem 3 F/3u BRIE 


u^ «y = Aw + Tyra Re € HOE 
在 (5. 2. 12 A FX le] Sm 一 2, 则 由 于 
aF/au® € HOT! C 0-585, 
从 而 根据 附录 中 的 定理 A. 14 知 


Tx Y'u? € H7 C Hee 
a? 
对 于 laj = m — 18 m 的 那些 项 ,我 们 按 (5.2.10) 将 Xx* wu” 
写成 T,2X' u + Rau, Kn Kc X. ils Ra 是 a+ kh — e — 1 


一 lal] EWART, Ho = stk- Zhu E HH 可知 Ru € 
HOH, WEN OS? RIO RFE j KDI Tiot uA 

Trot’ u =~ TyoX'u 十 Tw X'u € HU C Hv, 
它 又 可 归 入 余 项 中 . KH, CS. 2. 12) 就 可 以 写成 


STAT ot “wt LTE To x u 


|o) =a lel mm 
+ 5 T e, X'u-—R;, (5.2.13) 
|el=m—1 
HFR, puit. AFIS MESEURT CCT 1S BAR 
TCUCPqag 27. CoP eh D RECTO VERAT 


TÆ Tox u = Tox u Rs, 


T To Xu = TA Yu + R, 
a m-1 at) nod 
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B Ra R, WAT A 将 这 些 代 入 (5.2.,13) 中 , 即 得 引 理 所 
需 的 (5. 1. 1Dx. LJ 

现在 的 问题 转变 为 讨论 方程 5. 2.11 的 解 关 于 曲面 x, = 0 的 
余 法 正则 性 的 传播 .于 是 ,可 以 采用 定理 3. 3. 1 的 证 明 方 法 来 处 理 
E. DA Vi. Vas cV. DINER 229148, 7 9. WT, 可 以 
写成 V; 与 恒 等 算 子 了 的 线性 组 合 . 

引 理 5.2.3 在 引 理 5.2. 2 的 条 件 下 


T, = Uy, +7T,4+, (5. 2. 14) 
其 中 Ts 和 Ts 是 具有 mm 一 1 阶 齐 次 多 项 式 象征 的 仿 微 分 算 子 ,其 


象征 关于 xz 分 别 属于 OCR Be CO 类 , 余 项 QQ 是 从 
Hin By EES ay ote ae ah at GX EE! 三 有 十 1 为 非 负 整数 ， 
?为 任意 实数 . 
证 明 由 于 象征 pr 在 zi 一 0 上 为 零 ,所 以 

pa 二 ax, + M eS, (5. 2. 15) 

APM AEM k<m,k + le] +h = m RAT, SR 
Tey = TaD + 5T, PADD, 
=T aD + YT, „D DoD 
+ Tan — Tarp DT, 

并 将 T a 妇 入 T4 与 Q 中 ,由 于 a € C TP CO ay 
Toe, — Tun HO BS” E ERE LERA be, 。， 


与 4 一 样 ,也 是 CI BW RBAG. 2108.0 
引 理 5.2.4 i B,G — 1, n), A 是 引 理 5.2.3 中 所 述 的 
具有 m 一 1 齐 次 象征 的 仿 微分 算 子 ,其 象征 关于 x IDE Cnt 


5 C^" ig (o> 0). DT eV + TA, URIS IIR 
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k' 的 正 整数 与 重 指 标 1, 有 以 下 交换 子 关 系 式 成 立 ，; 


[V',P]= >) T4, VV +R, (5. 2. 16) 


WISI 
证 明 Hk A = 1,12 A= Jaai MT = T2. 于 是 
[Vj. Tal = > TV T, 20: + DV, LV,, at] 
= $, (Tya, HR, IE + DT Hras 


其 中 Ri, 在 名 三 时 ,是 从 五 到 Th EE, 
H: Æ m — 1 WR SE FAV TA ]n] BAR AL CS. 2. 16) 右 端的 
Ri 中 . 另 一 方面 ,有 
Wr. Tay, = Vr Ty V; 
= D Tyo + Rr, a), 
le| 2m—I 
TOIT, ,HijoV, 
= $ Tvn, 91 T, An OV, 
+ SIR, 31V. (5. 2. 17) 
由 于 B, 的 系数 为 x CT 函数, 故 在 所 Sk’ 一 1 时 , Ry E 
FOU) BAYS 的 映射 ,所 以 (5.2.17) 右 端 第 二 项 为 从 


H7 Bt 的 连续 映射 ,而 (5. 2.17) 右 端 第 一 项 中 V, 的 系 
数 是 以 


D QVib, DE + by, hi, pa) 


为 象征 的 仿 微分 算 子 . 此 象征 关于 r BF C>, 由 此 可 见 ， 
(5.2. 16001E k = 1 时 成 立 . 

对 于 大 >> 工 的 情形 ,可 以 用 归纳 法 证 明 . 其 证 明 过 程 与 定理 
3. 4. 1 相仿 . 所 需 特 别 注意 的 是 ,对 运算 过 程 中 诸 系 数 正 则 性 的 分 
析 , 从 而 能 用 仿 微 分 算 子 理 论 中 已 有 的 定理 得 到 引 理 的 结论 . 此 处 
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mA. CO 

定理 5. 2. 1 的 证 明 首先 我 们 应 指出 :在 引 理 5. 2. 2 的 条 件 
Polu E Htm, 事实 上 ,对 任 一 重 指标 1, 若 II] 二 上 十 1, 将 
V' 作用 于 (5. 2. 11) 的 两 端 ,有 


TjV'Yu-F[V', T,-]x v =VR. (5.2.18) 
取 引 理 5. 2.4 中 的 必 为 上 十 1， 2 为 s 一 全 一 也 ,由 该 引 理 可 得 


TVR 一 >) T, V,V^x'u- RX a, (5.2.19) 


|J |zz&—1 
RBSIEAIR € H* "eia V'R € H+. 又 由 引 理 5.2.4 知 ， 
R! 是 Him t 到 H=? B3 E SE OR OT, A Riy'u € HU, 而 
2j T, VV XY u 也 属于 A, 所 以 (5.2, 19) 右 端 是 HY BR 


CAET A 


数 . 于 是 ,将 (5. 2.1 DMV X uI 三 十 1) 的 仿 微分 方程 组 ， 
它 具 有 相同 的 主 部 T，… ,因此 ,利用 仿 微分 方程 的 奇 性 传播 定理 
5. 1. 2, R AR x, < ORTH V'x* u € HH” EB x, > 0 时 这 一 事 
KERZ, A V Z u e HH, 

于 是 可 以 交替 地 使 用 引 理 5. 2. 1 与 刚才 的 结论 ,逐次 地 提高 
有 的 正则 性 与 六 xz XE x. = 0 的 切 向 的 正则 性 , 因为 这 一 论证 过 程 
可 以 无 限 地 继续 下 去 ,从 而 有 #$E€ H" UR xu € Ht (zl 一 
0), 所 以 S EC HRA AML S 为 基准 曲面 所 定义 的 余 法 分 
布 空间 召 +™…*(S) 是 有 意义 的 . 此 外 ,由 仿 复 合 的 基本 定理 (附录 
中 的 定理 A. 26) 知 


u o Y = Xu t+ TeX tR, C5. 2. 20) 

HP RE XE H^" W,.RC€ H”, 故 可 得 x € H^ 70(5). 这 样 ,就 
得 到 了 定理 5.2, 1 的 结论 . 口 

关于 完全 非 线 性 方程 的 余 法 奇 性 干扰 问题 ,要 比 半 线 性 的 情 

形 复杂 得 多 . 这 时 已 难以 证 明 载 有 奇 性 的 特征 曲面 为 C“ 的 ,从 而 

只 能 递归 地 定义 特征 曲面 族 的 切 向 量 场 与 余 法 分 布 空间 . 目前 仅 
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对 两 个 载 有 奇 性 的 特征 曲面 项 相干 扰 的 情形 有 详细 的 讨论 ( 见 文 
献 L3])， 


第 6 章 


非 线性 方程 强 奇 性 的 传播 


在 前 几 章 中 讨论 非 线性 偏 微分 方程 解 的 奇 性 分 析 时 ,总 是 要 
求 所 讨论 的 解 至 少 是 可 | s > 号 | 函数 .车 ote 作为 非 线性 函数 


的 变 元 出 现在 方程 中 , 则 还 要 求 x E HIH. 这 主要 是 为 了 使 出 现 
在 方程 中 的 各 个 非 线 性 阔 数 都 有 意义 , 根据 说 入 定理 可 知 这 类 解 
必定 是 连续 函数 ,甚至 解 的 某 些 导 数 也 是 连续 的 ,因此 ,所 讨论 的 
解 的 奇 性 是 比较 能 的 . 但 是 ,对 于 解 的 更 强 的 奇 性 的 研究 也 往往 是 
很 重要 的 , 有 时 ,这 种 强 奇 性 正 是 我 们 所 关心 的 主要 物理 现象 . 例 
如 ,在 空气 动力 党 中, 激 波 、 中 心 波 和 接触 间 汤 是 人 们 最 为 关心 的 
刀 种 非 线 性 波 . 当 这 些 非 线 性 波 出 现时 ,方程 的 解 或 其 导数 出 现 间 
新 ,因而 其 研究 也 要 困难 得 多 - 

与 解 的 弱 奇 性 传播 问题 的 研究 不 同 ,在 讨论 解 的 强 奇 性 传播 
性 质 时 ， 一 般 需 要 同时 考虑 解 的 存在 性 问题 , 因此, 本 章 中 的 讨 
论 常常 是 具有 特定 奇 性 结构 的 解 的 梅 造 . 其 结论 与 研究 方法 更 是 
因 间 题 而 腊 . Ze 8 6.1 53 8.6.2 中 要 分 别 讨论 半 线 性 双 曲 型 方程 具 
有 请 状 奇 性 结构 与 花 状 奇 性 结构 的 解 ,并 分 别 用 分 片 光滑 函数 与 
余 法 分 布 来 刻画 解 的 正则 性 . 在 8 6. 3 中 讨论 含 更 强 的 奇 性 的 
解 一 -6 波 ,主要 是 对 半 线 性 方程 进行 讨论 的 . 最 后 ,在 $ 6. 3 中 讨 
论 拟 线性 方程 的 向 断 解 . 由 于 拟 线 性 方程 间断 解 的 理论 内 容 丰 富 ， 
有 许多 专著 对 此 有 系统 的 讨论 , 故 不 在 此 作 详 细 的 讨论 了 ,而 仅 从 
奇 性 分 析 的 角度 介绍 一 些 基 本 概念 与 现象 . 
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86.1 PRET FER AR aT HE H IARE 


ASH EERE EBA EARRA. 如 果 一 个 双 曲 型 
方程 Cauchy 问题 的 初始 条 件 在 初始 平面 的 某 个 低 一 维 流 形 〈 相 
对 于 求解 区 域 , 它 是 低 二 维 流 形 ) 上 有 强 间 断 , 则 方程 的 解 也 可 能 
在 一 些 曲面 上 出 现 强 则 断 , 由 于 解 在 曲面 法 向 的 正则 性 太 差 , 用 波 
前 集 来 描写 解 的 奇 性 并 不 合适 . 这 时 ,可 以 采用 分 片 光滑 函数 或 余 
法 分 布 来 描写 解 的 奇 性 . 在 这 一 节 中 ,着 重 介绍 一 个 属于 前 一 种 情 
况 的 例子 . 

ER 中 考察 如 下 关于 t+ 的 严格 双 曲 型 方程 组 


Pu = (Aa, + Aya. + > A,4,,) 2 = FG, x. y, u), 
j=3 
(6. 1. 1) 


其 中 4,,… ,A WH 3 X 3 对 称 阵 ,已 以 及 所 有 的 系数 都 是 CO 
请 的 ,以 下 简 记 为 Fe). Re 的 初 值 给 定 在 上 = 0 上 , 它 在 一 个 
n — 2 RHE oC {t= 0} EER- RRB. id X. IZ. XS 为 过 
的 特征 曲面 , 则 有 如 下 定理 : 

定理 6.1.1 在 o 的 邻 域 中 存在 上 述 Cauchy 问题 唯一 的 分 
HERE u, CNE EG = 1, 2, 3) 上 有 第 一 类 间断 . 

在 证 明 这 一 定理 前 , 先 简 述 一 下 证 明 的 思路 ,然后 通过 一 些 引 
理 来 实现 它 . 首先 不 妨 设 2. >. 分 别 为 过 c MAMA B RUE 
侧 特 年 曲面 , 居于 两 者 之 中 . 那 末 ,由 双 曲 型 方程 的 有 限 传 播 速 
度 的 性 质 , 在 马 的 右 端 与 在 马 的 左 端 ,方程 (6.1.1) 的 解 可 作为 
具有 光滑 初始 资料 的 Cauchy 问题 的 解 面 得 到 ,因此 ,问题 就 化 为 
解 一 个 Goursat 问题 . 为 了 运算 方便 起 见 , 可 通过 一 个 坐标 变换 ， 
将 三 个 特征 曲面 展 平 为 x 二 t,x = 一 1 与 xz =0. 利用 方程 与 初始 
资料 ,可 以 计算 出 在 a。 上 x 及 其 各 解 导数 的 跳跃 量 , 从 而 定 出 u 在 
on 0, 上 的 边 值 . 然后 ,再 通过 先 验 估计 与 将 方程 中 关于 变量 y 的 
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导数 离散 化 的 办 法 ,得 到 具有 指定 奇 性 结构 的 解 的 存在 性 . 
先 讨 论 特 征 曲 面 的 展 平 . 设 2, AEE e VG, y) G — 1. 
2, D ,满足 : 
Py) x ynG y) KPGsy), 


dpe Gy) x aply) < OP Gy). 
22 6.1.1. FHE-PT C^ S n EE A CRRA 3,、 
XXX :—:—0.:24:20,z:-—0. 


证 明 在 以 下 的 坐标 变换 中 y 总 保持 不 变 , 故 在 书写 中 省 赂 
关于 坐标 y 的 变换 式 . 首先 ,通过 坐标 变换 


(6. 1. 2) 


T CE MS lqua) E933; 
(6.1.3) 
v= 3 G0» — (ts9)), 


可 以 将 EI 分 别 变 成 Tt —0, +r =0, BURIBEE Vs. ds 
已 具有 + 上 与 一 上 的 形式 , 且 由 (6. 1.2280 12,450, 32 | <1. 


e 


1 1 
Fetter), f =-=¢—2), 
^y 工 rz‘ z) 


21. EX. 5 RER Y 二 0、x 一 0 与 


z= 


FE, x, y) = r) pl He + r»y-o 


"3 za 
(6.1. 4) 
因为 35 = 0 一 内 > 0, B 瑟 的 方程 可 以 写成 xz = 
gz sy) 的 形式 . 作 变换 
a gà — z 


4 
gG' 7 ‘ 


Er 二 0 时 ,后 一 式 用 xz” = (g,(0,y))-'z' 代替 . FREE 
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面 又 分 别 变 成 如 = 0, z" = 0, 1" = x". 最 后 ,利用 变换 


p m Ui z" T — EN ET " r" ; 
f= +2"), ae te 
X. Xo > ATER i= z, 7 一 一 工 , 了 二 0 三 个 平面 . 口 
以 后 我 们 重新 记 t. x29 t. or. 在 新 坐标 系 下 所 考察 的 方程 组 
应 具有 形式 : 
Xiu + D Ys f d= l, 25 3); (6. l. 5) 
HP X, = 3, +A HEZ It EA SINE aI 
= lE x — OLA = 0. 我 们 仍 不 妨 设 初始 资料 给 定 在 
t=0 E EEY: z—1:—0 LAR. BRAS, 右边 (相应 地 ,在 
Z. 左边 ) 的 解 可 以 由 7 右边 (相应 地 ,左边 ) 的 初 值 决定 , 
引 理 6.1.2 沿 着 7 可 以 由 方程 (6,1.5) 以 及 在 1 — 0 上 的 初 
始 资料 决定 u 及 所 有 各 阶 导数 在 各 个 曲面 E, 上 的 间断 . 
证 明 以 le). iw ES, LMF = OM MEA. 又 若 
w^ 是 定义 在 :== 0 上 的 函数 ,以 [rw*jo 记 wr Ex = 0 EATER. 以 
下 指出 ,可 以 用 归纳 法 来 计算 所 有 的 导数 X72 u e.o 的 值 . 
由 于 在 > ME. 2L 是 所 有 曲面 x Y 的 切 向 ,所 以 关于 y 
的 求 导 不 会 引起 任何 困难 . 为 记号 简单 起 见 ,在 以 下 的 讨论 中 ,不 
妨 只 考虑 8=0 的 情形 . 先 设 “= 0. 注意 ,天 时 , XS, BR, 


故 由 方程 知 [wl],。 = 0. BF u 的 其 他 间断 量 可 以 用 初 值 的 间断 
来 表示 , 即 


[Lu i,o = [ul Jo. (6.1.6) 


现 设 la] <m 时 所 有 的 Xu] 已 知 , 考 虑 |a| =m +1 Rt 
这 些 量 的 计算 , 为 此 将 [Xul 写成 


[Xa X; dn.o, 其 中 |m| =m. (6. 1. 7) 
以 下 用 “已 知 项 ”表示 可 以 由 初 值 决定 的 间断 量 , 当 i = LBR. 
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利用 方程 (6.1.5) 就 可 以 将 (6. 1.7) 化 成 m MEF u 的 
情形 ,从 而 由 归纳 法 假设 知 , 它 可 以 由 初 值 决定 . 

4iALA LAUR ERR X, Xi. X; 三 个 向 量 场 可 以 相互 
线性 表示 ,将 XOX, 中 每 个 因子 都 用 2G SX AREAS RA, 
得 

[XX ju; |p. = [a X7* tule, + [X^ Xn lis + 已 知 项 . 
因为 处 :就 是 HO) fel , 故 上 式 右 端 都 是 “已 知 项 ” 

剩 下 需 估 计 ;: Al Al = 4 的 情形 :不 妨 设 = 1, 则 有 


LX^ Xu, ] x {X Xt } 0. r=+0 
= UX^ Xia jio. z= —0 
= [X^ Xiui J;.0 sy [X^ Xa Jao 


右 端 第 一 项 可 利用 初始 条 件 与 方程 决定 ,第 二 、 三 项 由 前 面 的 讨论 
也 是 已 知 的 . 口 ] 

引 理 6.4.3 i$ X. X fue 及 其 各 阶 导数 均 可 由 方程 组 
(6.1.5) 以 及 初始 条 件 定 出 . 

WEB] ”利用 引 理 6. 1. 2 中 所 给 出 的 u 及 其 各 阶 导数 在 原点 的 
间断 值 , 可 以 决定 zx 及 其 各 阶 导数 在 XL. X, 上 的 间断 . 下 面 用 归 
纳 法 来 计算 这 些 量 . 与 引 理 6. 1. 2 的 证 明 相 念 ,在 此 可 不 必 考 虚 关 
于 变量 y BSR. 

首先 ,和 由 方程 组 (6. 1.1) 知 ,wj、ws 关于 曲面 5; 的 横 截 方向 的 
导数 有 界 ,因此 

[ey Js, = [us ]z, = 0, 
fa] E, 
[ue Js, = [us Js, = 0. 


在 3, APEC. 1.5) 中 对 应 于 7 = 1 的 方程 ,将 它们 相 减 后 ， 
* 可 得 
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X (ui dz, T $1549 Lu Js, = fi Ce\ s+) — filu Iz; 2. 
(6. 1. 8) 


显然 , uls AB MSM ui: = ules 一 [u]s ， HX (6. 1. 8) uf LARE 
为 [uijs, 的 一 个 微分 方程 . B La Js, DEEM, KOE o 的 邻 域 
中 ,Lajs 沿 曲面 的 值 可 以 通过 解 方程 得 到 . 用 同样 方法 可 计算 
得 [xsJz 的 值 . 

设 对 {二 1，2, 3 以 及 一 切 满足 lel <m He, (XJ: ,已 知 ， 
Wj:/—1,2;7—1,2, 3 时 ,由 于 


[XX ds, = X,[X*ur Is, , 


故 它们 为 已 知 量 . 又 由 方程 组 (6. 1. 5) 本 身 可 得 :对 于 i= 二 1,2 以 及 
ERr, A 


[X;X*u]s = [XCD bsa yu Js, + UG X Juss, , 


故 由 归纳 法 的 假设 可 知 , 它 也 是 已 知 量 . 

HAEA AX, Xu. Xs 的 线性 独立 性 ,在 i、i、7' 两 两 不 相等 时 
的 间断 量 [XiX"wije 总 可 化 成 /= “或 上 一 六 情形 下 相应 间断 量 的 
线性 组 合 . MER, RABEL: X u], REX Xu; Js. E 2. 的 两 
WI FFXX" 作用 于 (6.1. 5) 的 第 一 个 方程 ,并 作 一 定 的 换 位 运算 ， 
再 将 两 侧 所 得 的 方程 相 减 ,可 得 


XLX Xm Ja, 十 oa, [XXa], = 已 知 量 (6.1.9) 


现 将 (6. 1. 9) E AR RO p CL XC Xu ]z RODE BRAK 
数 在 原点 处 的 初 值 可 由 引 理 6. 1. 2 决定 ,从 而 这 个 间断 量 沿 X. 的 
值 可 以 通过 解 微分 方程 而 得 到 . 同 理 ,[X,X"ws]s, 也 可 定 出 , 这 样 ， 
就 得 到 了 当 ! — 1, 2, 3 时 ,a RE lel 二 wx 十 1 时 所 有 的 
LX"w]s, .. 器 

以 下 来 建立 方程 组 (6. 1. 5) 的 Goursat 问题 的 解 的 能 量 不 等 
式 , 由 它 可 直接 导出 解 的 存在 性 . 为 此 ,引入 如 下 的 Sobolev 空间 ， 
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”这 样 的 空间 在 讨论 具有 特征 边界 的 边 值 问题 时 特别 有 用 ,例如 见 
文献 [33 和 [39] 中 的 应 用 .以 3"w 记 397u, 其 中 3 表示 对 所 有 方 
向 的 导数,3, 表示 切 向 求 导 算 子 3,、x3;、3,, 并 定义 


lul. =( M) gatus], 
bulle D ule 
rESf2 


Well = 2 ula: 
rz 


则 有 如 下 命题 成 立 ， 
引 理 6.1.4 sn. WB SB ECERS FRA. 
根据 能 入 定理 知 , 当 s 盖 1, sts! 9 n/2hHt H7 CL” BRL, 
fes> nit BCL”, 又 在 文献 [100] 中 证 明了 五" 门 L7 在 非 线 
性 复合 下 不 变 . 又 在 文献 [114] 中 证 明了 当 r > 1/257 + G — 22 


> n/2 时 ,二 “在 非 线性 复合 下 不 变 . 由 此 可 知 BY, Be 在 非 线性 
复合 下 不 变 . 
引 理 6.1.5 U Q, WEI |r) m oc v Hu 是 方程 组 
(6.1.5) BAAR XBAI sn 有 下 式 成 立 : 
I} es cay + ll 21,2 I] Bap <c) l| 272 || rary. 
tS 


(6. 1. 10) 


证 明 在 区 域 [x] se PARE e 2, TUR OQ XH 
RO" Srt, EM II, 为 边界 .此 时 , 令 


uas Gr.) = ul xa G=1, 2; 3), 
可 得 到 在 ar 中 关于 U = (u, (us) WBA 


AU+ Y B8a,U =F, (6.1.11) 
其 中 
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Â= ‘ding (Xs X,, Xs, X', X}, XD 
X! —23,— Att, — Xs, yo, G = 1, 2, 3), 


BF 的 表示 也 容易 直接 从 (6. 1. 5) 导 出 ,至 于 边界 条 件 ,由 引 理 
6. 1. 3, 可 知道 U 的 各 个 分 量 和 它们 所 有 的 导数 在 边界 m. 上 的 
fü. 而 在 X 上 边界 条 件 为 


u, — u, = 05 us — u = 0. (6.1.12) 


导出 (6. 1.11) 的 能 量 不 等 式 的 方法 是 经 典 的 , 记 边 界 上 一 r， 
0 三 Zz 之 为 zi, 对 方程 组 乘 以 U, 再 在 2+ 上 进行 积分 ,可 得 


2 2 z +f 2 
[v dzdy < Is (U* + drdzdy + =I U'ds 


+Í (Cab pultu? ut)dS. (6.1.13) 


由 边界 条 件 (6. 1.12? 知 上 式 最 后 一 项 积分 为 零 ,利用 Gronwall 不 
等 式 可 知 


f U'dzdy < [. (Fdrdzdy + f, U'dS. (6.1.14) 
fi z ir 


由 于 3.、za.、3xi 都 是 关于 D 的 切 向 算 子 ,因此 ,在 X. 上 给 
出 的 边界 条 件 经 过 这 些微 分 算 子 作用 后 仍然 保持 ,从 而 ,与 导出 
《6. 1. 14?> 的 方法 相同 ,可 以 得 出 


J (2:62. ram randy < | |, Fidedzdy 


+Í, (3:(x2,)88UYdS|. (6.1.15) 
Ir 
其 中 F, 满足 


[, Fiárdzdy < COI F lt + WU WR. 
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于 是 ,由 (6. 1. 15) 可 得 
ara fi SCOPE lie + WU | des). 
由 于 Xa Xin Xan X$ 与 2 横 截 , 故 得 


War teas WE H Worms |E 


(6.1.16) 
CF Honat + ol B's). 
以 下 上 用 归纳 法 证 明 7Y > 1 时 下 面 的 不 等 式 成 立 ; 
| artem cw | a + [arts |l a 
SCC £F) bad PauU Ea). (6.1.17) 


显然 ,(6,. 1.16) 说 明 上 式 在 r = 0 时 成 立 . 现 设 (6.1. ID ARP 
BS 一 1 人 > 全 0 的 > 成 立 , 现 证 它 对 > 十 1 也 成 立 . 对 于 满足 


FER a +Y ++ |B| 三 :一 2r 一 2 的 指标 (a, 8，7Y)， 将 算 予 
L= X33 (x8 25 作用 于 方程 (6.1.5) 的 第 三 式 ,可 得 


XsLus + [L.Xi]us + 2 C030, Lui + [L695 Js 
T Lb,,9,uw, + Lb 32; y ue) = Lf, 
此 式 又 可 写 为 


X,Lu, 十 bu, Lu, + alu, = g, (6. 1. 18) 
其 中 
ell at; SCC Fa Wests -r Ul tre | MEE 


TA FAR Co. 1.14) 的 方法 ,可 得 
| Lus | E sx CI fill reine deu wa Ease 
+ | grid, Il $ 


于 是 
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| 2777 tuaa E £ X CELE lr + |] aU || 3). 
(6. 1. 19) 


同样 ,利用 (6. 1. 5) 的 第 一 .二 式 , 可 以 将 | atu, aas l ine 
FA C6. 1.17)? 的 右 端 来 控制 ,所 以 在 (6. 1. 17) 中 ,以 7 HRM + 1 
后 仍 成 立 , 故 (6.1.17) 对 一 切 ~ 均 成 立 . 

最 后 ,利用 引 理 6. 1.4, 可 知 在 (6. 1.17) 右 端的 WF ll cots T 
以 用 || U Ul ran 控制 .于 是 6.1. 100 BD rf 8I. L 
定理 6.1.1 的 证 明 将 方程 组 (8. 1. 5) 改 写 为 


Xw, + » CA 2 y 1; T > (Apis? y us = fiu), 
Ñu, + D Apa3, 1 + 5 (A,)239 ,us = file), 


X yu + » CA) n9, ul T >: (Aj) 324 y us = falu), 
(6.1. 20) 


KX, = X, + 2)(4)s3,，2) SXXT3xjxnfE. d 
(6.1.20) 中 位 于 总 之 外 关于 » 的 偏 导数 用 差 商 


1 


LP ult, Ta y) = Saat, X, y) 2h 


GG, x. y + hej) 
— u(t, £, y — he,)) 
来 代替 , 则 (6. 1. 5) 就 变 成 
Kus + LE? a, + Lu, = fi), 
Xou, + Lu, + Li?u, = flu), (6.1.21) 
Xs + Lu, + Lu, = fu). 


注意 , (6.1.21) PR ZR y FES. PABBA LA E 
的 (6. 1. HI Goursat 问题 导出 (6. 1. 21) 取 同样 边 值 的 Goursat 
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问题 . 由 于 LE + (OL 关于 天 一 致 有 界 , 所 以 对 (6. 1.210 83 
Goursat 问题 的 解 具有 关于 上 为 -- 致 的 能 量 倘 计 . 因为 (6. 1. 21) 
的 Goursat 问题 的 局 部 解 可 以 通过 特征 线 法 来 建立 ,利用 能 量 估 
计 , 就 可 以 从 中 抽出 一 个 子 序列 EE & — 0 时 收敛 于 (6. 1.5) 的 
解 . 这 个 解 当然 仍 满足 引 理 6.1.5 中 建立 的 估计 . 

所 考察 的 边 值 问题 的 唯一 性 是 能 基 不 等 式 的 简单 推论 . 口 

定理 6.1.2 在 定理 6.1.1 的 假定 下 ,如 果 初 值 在 zp Eo 为 光 
Hg. EXCEL o HAE XE 的 次 特征 上 为 光 少 的 . 

证 明 我 们 先 就 : = 1 的 情形 进行 考察 :首先 ,通过 一 个 适当 
的 自 变 量变 换 与 函数 变换 ,方程 组 (6.1.1) 可 以 写成 


MES = GO», (6. 1. 22) 


其 中 z= 0 对 应 于 X B, — diag(0,Bi), Bi X (m mE 1) X 
Gn 一 1) PROB BE. BV VON VIL Ul] V = (Vi,V'), 而 
(6.1.22) 又 可 写 为 
AV, =G, 一 V. 
(6. 1. 23) 
M5 = se 
其 中 L mm. 都 是 定义 在 z, = 0 上 的 微分 算 子 , 4 = 
: a 
D4 Bu az, 
方程 组 (6. 1. 22) 的 特征 多 项 式 为 peH = det| HBg), E 
在 入 "(21) 上 的 Hamilton 向 量 场 可 以 简单 地 写 出 来 . 事实 上 ,在 


N* GE. z = 0, £, Edere em - = 0. 利用 B, 的 特殊 形式 ,可知 
H4 一 0， sf = (B; )udet| Bil, 


所 以 从 底 空 间 的 请 点 出 发 并 带 有 特征 方向 (1,0,…,0) 的 零 次 特 
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征 就 是 向 量 场 人 ,二 Ss i 的 积分 曲线 . 以 下 将 它 记 为 L 


利用 (6. 1.23) 以 及 V E p Eo 处 的 C" 正 则 性 ,容易 推 得 V 
沿 曲 线 五 的 C^ IE WIFE. 事实 上 , 当 V 为 (6.1.23) 的 解 时 ,由 于 
(6. 1. 23) 中 B5 为 满 秩 阵 , 故 V' 的 法 向 导数 可 以 用 隆 数 V 本 身 及 
其 切 向 导数 表 东 之 ,所 以 V' 在 zz = 0 EWC. MHC. 1.23) B— 
式 以 及 Vi 在 点 的 正则 性 可 知 ,Vi TEL, E79 C". 归纳 之 ,车 已 知 
V EL EACE, Wh (6.1.23) BORARMV EL 上 为 
C'*' TEDW midi (6.1.23) 的 第 一 式 以 及 V YE p 点 外 所 满足 的 初 
始 条 件 知 ,Vi EL, 上 为 Ct! 正则 ,所 以 由 归纳 法 知 V = (V,,V") 
E L, LEC EMA. 

由 上 述 两 个 定理 还 可 以 导出 方程 (6. 1. 1? 的 解 的 奇 性 干扰 结 
A. 

3E38 6.1.3. WEE OO BUE RA RE EB E, 和 3,， 
CZF: > 0 区 域 中 的 空 向 曲线 y A 

CD 车 在 上 <0 时 xz 仅 在 马上 有 第 一 类 间断 ,而 在 马 外 是 光 
滑 的 , 则 * 的 第 一 类 间断 将 沿 X, 延伸 到 £0 区 域 中 . 

(2) EE t< ORT u 仅 在 马 和 再 上 有 第 一 类 间断 ,而 在 此 两 
曲 而 外 是 光 谓 的 , 则 在 上 > 盖 0 区域 中 ,x RE KA 36 — 28 18] 
断 外 ,还 可 能 在 过 y 的 特征 曲 而 X. 上 产生 第 一 类 间断 型 的 奇 性 . 

事实 上 ,由 于 7 为 空 向 曲线 , 故 通过 它 可 以 作 一 个 类 空 曲 而 
DRE II 展 平 ,就 得 到 一 个 在 定理 6. 1. 1 中 讨论 过 的 具 间 断 初 
始 值 的 Cauchy 问题 ,于 是 ,利用 定理 6. 1. 1 即 得 所 需 的 结论 . 

上 而 的 讨论 说 明了 ,在 分 片 光滑 解 的 框架 中 , 当 载 有 强 奇 性 的 
特征 曲面 3, 和 5 横 截 相交 时 , 奇 性 除了 继续 沿 这 两 个 曲面 传播 
外 ,还 会 干扰 出 额外 的 奇 性 , 沿 另 一 族 特征 曲面 传播. 在 2 X 2 
方程 组 的 情形 下 ,这 种 干扰 现象 不 会 出 现 , 但 是 ,以 上 的 方法 不 适 
合 于 讨论 高 于 3 阶 的 方程 组 ,因为 在 那 时 所 涉及 的 特征 曲面 太 多 ， 
不 可 能 通过 一 个 变换 将 这 些 特征 曲 而 同时 展 平 . 

对 于 一 般 的 nx X 2 方程 组 ,可 以 用 余 法 分 布 为 工具 ,研究 双 曲 
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型 方程 组 具 扇 状 奇 性 结构 的 强 奇 性 解 . 例如 ,G，Metivier WER 
法 分 布 的 框架 中 讨论 了 含 任 意 个 未 知 函 数 的 双 曲 型 方程 组 的 
Cauchy 问题 : 


au + DA, ru = FG, z, u), 
i (6.1. 24) 
u |emo gi. 


其 中 初始 资料 g(x) 在 低 一 维 流 形 o 上 有 间断 . 记 只 为 RY 中 的 
FR ESF ON 0-0 的 决定 区 域 中 ,又 记 f2r - Of aT), 
则 对 适当 小 的 了 有 如 下 的 结论 ; 

定理 6.1.4 Bem >E, g E LR ( HR) Wie 
0, CRY 中 存在 Cauchy 问题 (6, 1. 24) 的 唯一 解 w € L7 (0,5 N 
H'"((). 

这 个 定理 说 明了 , 若 初始 资料 在 c 上 有 奇 性 , 则 奇 性 治 着 过 o 


的 一 切 特 征 曲面 传播 与 前 相仿 ,由 此 还 可 导出 关于 奇 性 干扰 的 结 
论 ,定理 6.1.4 的 证 明 可 参见 文献 L[94], 此 处 从 赂 . 


$6.2 半 线 性 方程 具 花 状 奇 性 结构 的 解 


本 节 考 察 半 线 性 波动 方程 具 花 状 奇 性 结构 的 解 ,并 用 余 法 分 
布 来 描写 解 的 奇 性 结构 . 与 第 4 章 中 所 讨论 的 问题 不 同 ,这 里 所 考 
察 的 解 具有 较 强 的 奇 性 , 故 如 本 章 初 所 述 ,必须 同时 考虑 解 的 存在 
性 与 正则 性 . 

以 下 讨论 问题 


Llu = ft, x, y, u), (6. 2. 1) 
“uO, cz, y) = 0; zu C0, T, y) = Plr, y), (6. 2. 2) 


式 中 [] = Du 一 9. T d, fa, Ly Ys t) 是 其 变 元 的 C'AR, Lh 
后 也 常 简 记 为 AGO. RBM y 在 四 个 象限 中 分 别 到 不 同 的 常数 ， 
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即 
pry) =c, 在 第 i 个 象限 中 . 


问题 (6. 2. 1) 也 称 为 半 线 性 波动 方程 的 高 维 笋 最 问题 ,这 个 名 称 来 
自 于 空气 动力 学 方程 组 的 高 维 黎 曼 问 题 . 当然 ,由 于 空气 动力 学 方 
程 组 是 拟 线性 方程 组 ,所 以 它 的 高 维 黎 虹 问题 要 困难 得 多 ,至今 仍 
是 一 个 悬 而 未 解决 的 问题 . 

定理 6.2.1 若 立 为 充分 小 的 正 数 , 则 在 区 域 StS T, 
— oo «zx, y «d oo 中 存在 (6.1.1) 的 C" 解 zx, 它 在 特征 曲 而 
二 土 t,，y 二 士 + 和 过 原点 的 特征 锥 #2 = 2? + y 以 外 均 为 C™. 
u 是 关于 这 些 曲 而 的 余 法 分 布 , 而 且 u 确实 在 这 些 曲面 上 有 奇 性 . 

定理 6. 2. 1 的 证 明 也 需要 先 作 一 些 分 析 与 准备 . 在 此 先 叙述 
一 下 证 明 的 思路 : 设 v 是 线性 波动 方程 取 初 始 条 件 (6. 2. 2) 的 解 ， 
又 以 EE 记 波 动 算 子 取 齐 次 初始 条 件 的 逆 算 子 , 则 问题 (6. 2. 1)、 
《6. 2.2) 的 解 u 满足 


u =v + Efl, z, y, u). (6. 2. 3) 


如 果 能 够 找到 一 个 适当 的 函数 空间 B, 使 以 下 几 个 事实 成 立 ， 

(Dv EB; 

(2) Eu € BM ESG, x, yw € B; 

(3) PEAT, W eu t+ Ef, x, y, u) 是 一 个 内 
射 , 上 且 具 有 某 种 压缩 性 ， 

则 方程 (6. 2. 3? 解 的 存在 性 可 以 通过 和 迭代 法 来 建立 ,从 而 
Cauchy 问题 (6. 2.1), (6. 2. 2) 的 解 也 就 可 得 到 ,而 解 的 奇 性 结构 
就 由 空间 8 的 特性 所 显示 . 

根据 偏 微分 方程 奇 性 分 析 的 一 般 结论 , 解 的 奇 性 将 出 更 在 由 
初始 资料 的 奇 性 发 出 的 特征 上 . 现在 初始 条 件 (6. 2. 2) Bw HK 
Y(z，3) 的 波 前 集 为 C(z, 0; 0, 1), (O, ys 1, 0), C0, 03 £, 7) ,这 
些 波 前 集 所 对 应 的 零 次 特征 带 集 合 在 底 空间 (t,x，y) 上 的 投影 
就 是 

rc—c£f.yc—ct,fü-eax 4. (6.2. 4) 
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上 面 所 提 及 的 空间 B 就 将 根据 这 些 曲面 来 构造 ;B 中 的 元 素 是 这 
样 的 函数 ,它们 关于 (6. 2.4) 中 所 列 出 的 诸 特征 曲面 有 余 法 正则 
竹 , 而 在 这 些 曲面 外 它们 是 C^ 3. 以 下 将 采用 》 3. 4 中 给 出 的 余 法 
分 布 的 定义 ,但 类 似 于 第 4 章 中 的 做 法 ,还 需 引 入 关于 六 点 为 齐 零 
次 的 单位 分 解 , 从 而 可 以 在 各 个 锥 邻 域 中 将 余 法 奇 竺 用 向 量 场 的 
作用 明显 地 表现 出 来 . 

HEEG, x. 妇 空 间 的 开 锥 集 材 盖 . 记 马 = (x= t), 2, = 
{y=t}, B= {r= t}, 2,={y=—2t}, Xj ( =x? + y"}; 
S = {5 25), Figs = 2 NS; G=1,2,3,4,.4= 3,17 
Za bg = Bef) Bs hL = Sy Bae dg = TN) Xe. 1 fw} BRL 的 
有 限 开 锥 覆盖 ,是 满足 : 

《1) 每 个 o; 含 于 顶点 在 原点 , 且 锥 顶 角 不 超过 x/10 的 圆锥 
内 ; 

(2) 4j8H,1,Ce;; 34 jo P BEL No, — 9 

(3) 24 j 2 B IP, o 至 多 与 5 中 一 个 曲面 相交 ; 当 ; 8H], 
w, 5 S 中 两 个 曲面 相交 ， 

于 是 ,在 每 个 锥 邻 域 w 中 ,可 以 找到 关于 特征 曲面 集 S 的 切 
向 量 场 系 的 完备 基 MM 例如 ,在 m 中 , 仅 有 特征 曲面 马 与 
Xs 出 现 , 故 这 个 基 可 以 取 为 : 


M, = 12, + xà, + ya,, 
M, =t?,+<xd,, (6. 2. 5) 
2 = y, +982) H G ara. 
TE w w, c, 中 ,完备 基 的 选取 方法 与 中 类 做 ,在 居中 ,可 
选取 完备 基 为 : 
M, = 18, + x0, + y9,, 
M, = (r — y)2, + € — ya. + (x —02,, (6. 2. 6) 
N=, +3, 4- 8). 
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FE Wes Wr. coy 中 完备 基 的 选 法 与 w PRM. 22 8 Ht AA o; € 
多 与 S 中 一 个 特征 曲面 相交 , 故 相 应 的 切 向 量 场 完备 基 的 构造 更 
简单 ,读者 可 自行 写 出 . 
从 属于 开 锥 覆盖 {wj} 可 以 构造 一 个 相应 的 单位 分 解 XX, = 1. 
其 中 每 个 x ETFS MK BM. 余 法 分 布 空间 H" 将 借助 于 这 个 单 
位 分 解 来 定义 . 首先 ,在 每 个 锥 邻 域 w 中 ,利用 给 定 的 完备 向 量 场 
BELH, HAFELE R 中 的 医 数 BET i, BH Xu € 
H+ Co), RUBE « € H 相应 地 , 余 法 分 布 空间 AP? A BET A 
A: 
( » 27 | Mi Mz-- Mix) | Bone, | i > (6.2.7) 


s dept 
其 中 MM 是 在 w 中 相 切 于 5 的 向 量 场 系 的 基 ,为 记号 简单 
起 见 , 在 此 省 略 了 指标 j. Co AM OR (OG — TO! >a? + 0c e 
To}. 

在 以 下 的 讨论 中 , 当 涉及 在 此 开 覆 盖 的 每 个 锥 邻 域 时 ,往往 取 
on 5j c; 作为 两 个 典型 情况 来 讨论 . 因为 在 其 他 锥 邻 域 中 的 讨论 ， 
或 者 是 类 同 的 ,或 者 要 简单 得 多 ， 

在 此 应 特别 指出 :在 wm, 中 的 基 向 量 场 (6. 2. 5) 满 足 与 口 的 交 
换 于 关系 式 ,而 在 o. 中 的 基 向 量 场 则 不 然 . 事实 上 ,在 m 中 有 


[Mo,L]] = 2L]. [Mi ; 口 ] — 0, [M;,[L]] = 0, (6. 2. 8) 


但 在 w 中, [NL T] = 一 22,(, + 2. 2- 80 , ERA HER 
域 中 的 基 向 量 场 与 口 ] 的 线性 组 合 . 由 于 我 们 考察 含 强 奇 性 的 解 , 所 
以 第 4 章 中 的 二 次 微 局 部 分 析 方 法 不 适用 . 幸好 ,在 以 w 为 代表 
的 一 类 锥 邻 域 中 不 含 算 子 口 的 特征 方向 ,因而 能 找到 一 些 补救 办 
法 , 详 见 后 面 的 引 理 6. 2. 4. 

现在 按照 前 面 给 出 的 思路 来 证 明定 理 6. 2.1. 以 下 取 空 间 B 
AL“ (| H**, 其 中 大 可 以 是 任意 给 定 的 正 整数 ， — 

引 理 6.2.1. 设 "是 线性 波动 方程 满足 初始 条 件 (6. 2. 2) 的 
AE v € B. 
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证 明 线性 波动 方程 Cauchy 问题 的 解 v 可 以 用 初始 资料 表 
zo 2,7) 
Zx)e Vit — (x — EY — (y — 9» 
WE pC HERA BD ST] o 的 具体 表达 式 . 易 见 , Boxy 
的 齐 一 次 函 教 ,利用 表达 式 的 对 称 人性 写 出 它 在 区 域 z 袜 0 y 20 
中 的 表示 如 下 : 


ct, Hut, y>t; 


dédy. (6.2.9) 


HG Te) dores — 6), 0 rt, yt; 
PIRE *jG-a HOS y <b xm 


" _ 上 Ce: To) $6 一 cz) + ric = c)s 


X O«r«n0«-ytuüuUuUxxi 4 y, 


$6 e) + FO — a) $4 — 60 


€1 dr 63 — €; — €, 
+ on F(t, z, Ws 
BOLLE Lyly ALt, 


HP JG, z, y) 


> 


EE eee Er xiii 
=f z 5 — sin T — sin) X |rdr, 
dh. yi ES 5 


o. 2. 9) 式 中 积分 表示 式 中 的 少 蔡 换 成 1 ,该 积分 具有 有 限 
i, ,所 以 wE 1” 是 显然 的 , RM v 的 表达 式 可 知 ,v dE z^ + y= 1 
外 旦 分 块 线性 隔 数 , 它 在 各 特征 曲面 上 均 连 续 ,而 导数 有 间断 . 所 
需 详 加 考察 的 就 是 v AEE £t = x? 十 x 的 内 侧 趋 向 锥 面 时 的 
性 态 , 而 这 实际 上 由 函数 Jarr ERRE. jid 万 (zy)》 = 
JG, z, y), BI J; Cr, 2 X B] BUS 09 
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f f dédy 
a An: V (re (yy— 7 
从 而 有 


aJi yp 1 i 
az = lim axl/ Ge + Anu — JG] 
T 。 一 1 y : 
z sm a 
BA sin ^! 二 一; 
ay 2 YI— ¥* 
Id S 


3z3y Vi ry 
由 此 可 知 , v € L7, fi H.v 的 一 阶 导 数 从 锥 如 二 x? 十 的 内 部 连 
续 到 锥 而 上 . 但 "的 二 阶 导数 在 该 锥 面 附近 趋 于 无 穷 . 
为 说 明 v 是 余 法 型 分 布 ,也 只 需 说 明 JG. zx, PERED H. 
易 见 ， 


J, = cos^! 之 ; J, 一 cos 1 = (6. 2. 10) 


ti x VP x’ 


Ll; E; 0X 
a Seg (6. 2.11) 


为 考察 一 般 切 边 算 子 对 J(z:， zx, y) 的 作用 ,需要 一 个 引 理 如 下 : 

引 理 6.2.2 UL M 记 切 向 量 场 基 (6. 2.5) 中 的 任 一 个 ,对 任 
意 的 重 指标 a 有 下 式 成 立 ， 

MJ =a] + J, bpMPT, + M cM. (6.2.12) 
[Al< lef Ig lat 

其 中 a, by. cs 为 零 次 齐 次 函数 . 

将 引 理 6.2. 2 的 证 明 暂 搁 一 旁 ,继续 引 理 6. 2. 1 的 证 明 ; 以 下 
先 说 明 Jt, x. yd J, G, x. y) E H, JI A18, co, 为 例 进行 讨 
i£ FH C6. 2. 5) 中 的 切 向 量 场 对 .J. 和 J, 的 作用 . 由 直接 的 运算 
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MJ. = MJ. = 0; 
MJ, =— Qi — xt — y)t/@+2); 
Mj, = 0; 

MJ, = 10 — à! — y*)7/U? — y», 
Mj, = y(t? — 2? — yt/0! — y)». 


由 于 在 wo dE x30, 0 — y! AART o) SEE MJ. 
和 MJ, 3928 TEE C BR ME Re L 局 部 可 积 的 . 又 注意 
MKE — 2? — y) = 20? — x? — yt), MG — 2? — y) = 0, 
MG! — r — y’) = 0, ARSE MEA MJ. 5 MJ, BO 
到 在 w 中 不 等 于 零 的 齐 零 次 函数 , 这 说 明了 JL. J, 是 w PHR 
法 分 布 . 

再 利用 (6. 2.10) 即 知 ,对 任意 的 a, BMS € Li Co. 在 特 
征 锥 上 其 他 点 的 邻 域 中 的 讨论 相仿 .所 以 JG. x. y) € R 于 
是 由 前 面 的 说 明 可 知 v € H**. [ ) 

引 理 6. 2. 2 的 证 明 ”为 证 (6. 2. 12) ,用 归纳 法 ; 当 |e] — 1 时 ， 
(6.2.12) 是 显然 的 . 今 设 该 式 对 1e| 二 大 成立, 则 对 于 满足 |w | = 
十 1 的 qs, 记 M" = MM, & 

MJ = M*(aJ + bd, ed,) 


= M CHOC aO) 


Igi tel 


+ OM*b) CM*-*J.,) + (Mfc) (M™-FS,)), 


按 归纳 法 的 假设 ,将 上 式 中 的 MJ 用 (6. 2. 12) 作 代 换 ,就 得 到 
MAJ 如 (6. 2. 12) 式 的 线性 组 合 宕 示 , 且 作用 于 Ja J, 的 算 子 的 次 


数 不 超 过 大 又 注意 , 算 子 M 作用 于 齐 次 函数 时 ,不 改变 其 齐 次 的 
次 数 , 故 得 (6. 2.12). 0 
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在 证 明 Ef € B 时 , 需 用 到 算 子 M* 与 E 的 换 位 ,为 此 , 先 证 明 
如 下 引 理 : 

引 理 6.2.3 设 w 是 支 集 在 上 之 0 上 的 函数 ，M 是 满足 
LL]. M] = co 的 向 量 场 ,其 中 co 为 常数 , 则 


MEw = E(M + cw. (6. 2. 13) 
证 明 RUM M 5j E OER. WA 
DMEw = ML ]Exw + c[ jEw 
= (M + ow = [EM + cw. 


于 是 ,利用 波动 方程 Cauchy 问题 解 的 唯一 性 ,可 知 MEw 与 
ECM 十 co) 相等 。 口 ] 

引 理 6. 2. 4 设 对 充分 小 的 Toy u € L7 NHS, Cr), H 
il u i] HOES, Cyd x G, i Ef (GO RECTE Lo N HCS, Cr), HR 
| Ef (lu) il HONS, Cr) xG 成 立 . 

证 明 Ef(wu) 的 有 界 性 可 由 其 显 式 表达 式 得 知 , 事实 上 ， 


|f(u(r,€,7))| 


1 1 
Ef( pe = Se aCe 
| feo x | JG —r1)-—o-0—(y—Yyy 


drdéd7 


t Zw r 
= c.r <L (t = T) — r? d6drdz 


= cf — 4(t — TY — r! |S "de 
0 
<C. 


为 证 Ef OM 1E TE MYE , A EREE o) 
单位 分 解 1 = IX, 将 Ef(w) 写 成 3ECX;f(w)). 于 是 只 需 对 每 个 j 
WEBB EGGS GD) € A, SE LS j — 1, 5 两 种 情形 . 

HE ESUD SE j HE | MEGS GOD Dies. TE 
c, "p M = MOM» My, 由 引 理 6.2.3 知 ,对 任意 满足 lal < k H 
,有 
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MEX fé) = ECM, + 2^ Mn MZ (Xf (Qu) 


=E 5 gaMix, Ma Mhu, 
ZB lS le] 


其 中 gs M^x, 有 界 , 如 引 理 3. 3. 1 MUA PRE lle lie a 
Rat, Mau € D6), A 


| Ma || iine ZC | u ll mene, (6.2,14) 


于 是 
ii gaM^X, M’ ur Miu i bc nice) 
< CTI Mull rre, ， 
< C Íl u Il B's ne, o < CG", (6. 2. 152 
将 此 估计 与 基本 解 算 子 五 所 满足 的 能 量 估 计 式 
| EF I} ite,» x CT, | f I ite, (6.2.16) 
HAF ,可 得 


MECH FC) l) Cy = il MEGS Cu) | HC, 


soc (6.2.17) 


当 了 天 1 时 ,可 以 将 o; 中 的 切 向 量 场 基 用 M, Mi, M, 线性 
表示 . 例如 在 Wo 中 ,切身 量 场 基 为 


M,, M = td, + y8,, 
M, = 2(2,-- 3) + CE — yas 
它们 可 以 表示 为 
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在 中 , 切 向 量 场 基 为 


M, M!-—-—19,— xà((—— Mj), 
t+ 2 
Mi = y(2,— a.) + G + 09, = 1— M, — 2M, 


在 os 中 , 切 向 量 场 基 为 
M, M,—M,—M,, 


N = FF rpl O + z Mt (y +z — DM, 


+ (y — z —1)M,), 


等 等 . E, Ho. 0. "HP £ — m 2E O. TE e H1 £8 — x^ — ay, R) 
用 这 些 线 福 表示 以 及 前 面 在 区 域 m 中 那样 的 论证 ,可 得 
EQS G0)) € H**, 

现在 再 考察 EGS) 的 余 法 正则 性 : 先 在 o, 中 进行 考察 ， 
首先 ， MEMI N EQS GO) ZR 

NE(heMio Mai), 
a +8, +8, < lel 

4a, = 1 IB, HILF AERE T- E E LH 的 线性 有 界 算 子 , 故 
EhM Miu) € H', 从 而 NSE(QSMSMSu) € E. 

在 >>1 的 情况 下 , 需 作 进一步 的 讨论 . 通过 直接 的 运算 可 以 
建立 恒等式 : 


20 — x)€ — pT 
= (Mi — M) — [Mi — M, — 53] 


一 2(z + y 


o[* 25 ?| 
t t 


ee-e-y[X-X. (6. 2. 18) 
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由 此 有 
N? = a(t — 2) — WD + aMi + a; Mi 
+a,NM, + 6,M, + 5;N, (6. 2. 19) 
RH a, b 是 零 次 齐 次 函数 ,并 在 o HER, TER o = a, + 2, 
利用 (6. 2.17) BTL NE ChpMOoMiu) 写成 
Nta, MoMo xS) + SINE hMoMpu), 


其 中 fai = [a| — 2, ay <a, la| = jart — Da y) ACT}. 
继续 这 一 过 程 , 反 复 利 用 (6. 2.18) RRS N ARRE 1 
或 0, 因 此 ,至 多 再 利用 一 次 前 面 在 = 1 情形 下 的 结论 ,就 可 得 
到 

MpMaNE(xX;f(e)) € LG). (6. 2. 20) 
注意 ,在 j z5 时 ,向 量 场 Mos M;, N 也 能 生成 各 个 e; cR 51 [5] 
量 场 基 ,就 可 断定 EAG U € HY 以 及 相应 的 能 量 估 计 式 ; 


ECF GO) ll ie,» S COTZ. (6.2.21) 


我 们 再 次 强调 ,以 上 取 X, 26. xs 是 考虑 了 两 种 典型 的 情形 ,其 
他 情形 可 以 类 推 ,或 者 要 简单 得 多 , 故 引 理 得 证 . CO 
引 理 6.2.5 WI Flu] = vt Efa) EL () H^* PRR 
映射 . 
证 明 AFA E 64 Poisson 积分 表示 ,在 T。 充分 小 时 ,有 
Fle) — Flow am = | ECA) — Fo» Il 
CT, | Fu) = i Go) Il Pod 
SCT, £ ae lu —w lle 


<Stju— wl p. (6. 2. 22) 
为 估计 Flu] — Fle] fJ H?* 模 , 我 们 等 出 


$6.2 半 线 性 方程 具 花 状 奇 性 结构 的 解 187 
| Fle] — Fiw] || Se 


= 5 M MELC 一 fw) lH f. (6. 2. 23) 


j deis 


如 前 ,在 此 也 仅 考 察 j = 1. 5 的 情形 :又 如 同 引 理 6. 2. 4 证 明 中 的 
说 明 , 在 7= i 的 铺 形 ,可 取 切 向 量 场 系 为 (6. 2.5), 而 在 j — 5 
情形 , 取 切 向 量 场 系 为 (6. 2. 6). 

根据 (6. 2. 8) 式 与 引 理 6. 2. 3, 有 


5 | M*CExiCfGO — fw))) || Cp) 


lel 5k 


«COM | EML — fw))) I ied 


lel Zk 
SCT D MS) — fGo) I re» 
le|z£& 9 


此 外 ,通过 篇 单 的 运算 ,有 
Il MEGO — ee) 外 天 
SSCP 96) — f? Qo | ce h Moa Mx ie 
mn 


+ f£? Ge) |b r= | Mt Mh C — w) || 2 
EC]|wu-—wlines 

故 

l| E(x (FG) — f Go») |l o x CT? | 2 一 w || rm nah. 

(6.2.24) 

当 了 一 5 时 ,与 引 理 6. 2. 4 B uEBR HR DT PUR CG. 2.19) 式 ,可 

以 将 表达 式 
Mj MS NE (X(f u) — Fw) 

中 的 算 子 N RRM RASH N HEKRA 1 或 0 的 情形 . 


MAT M. M. 可 以 和 基本 解 算 子 ER. 再 利用 算 子 互 所 满足 
的 基本 能 量 估 计 (6. 2. 160 , A 
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L 
i! ECX Cf Go 一 f (w))) | p]? < CT? | u — w | Ln. 
(6. 2. 25) 


结合 (6. 2.24) ,并 注意 到 25. 25 的 代表 性 ,就 得 到 T。 充分 小 时 算 
子玉 的 压缩 性 .[] 
定理 6. 2. 1 的 证 明 有 了 以 上 的 准备 ,就 可 以 构造 如 下 的 序 
IN) funt: 
Uy = v, uuu, = v + Ef Cn). (6. 2. 26) 


3| 8 6.2. 1 与 引 理 6. 2. 4 BLUR T T3 (Cu) BESE SU EM | 
6. 2. SULA T RERE L” N H PAR HRR “就 是 具有 定理 
中 所 述 的 余 法 正则 性 的 解 . 它 在 诸 特 征 曲面 (6. 2. 4) 以 外 是 C7 AY. 
注意 , (6. 2. 3) 是 问题 (6. 2. 1) 和 (6. 2.2) 的 一 个 等 价 形式 , 故 算 子 
FF 的 下 缩 性 也 就 保证 了 在 L” 介 H 中 解 的 唯一 性 . 

最 后 ,我 们 指出 解 x 的 奇 性 确实 在 诸 特 征 曲 面 (6. 2.4) 上 出 
现 ,为 此 , 议 下 说 明 与 线性 问题 的 解 v HG EA ATE A A 
BES HY At HE. 

ERI xix 4) 上 ,函数 "连续 , 面 一 阶 导 数 间 断 , 所 以 在 马 
附近 ww 的 二 阶 导 数 为 支 集 在 五 上 的 8 函数, 它 当然 不 是 HER 
数 . 又 在 X. bow 与 它 的 一 阶 导数 连续 ,但 二 阶 导数 按 d-} 的 奇 性 
BFAR RE d 为 点 到 曲面 5; HEB. o 在 3 附近 也 不 是 

LAR. 另 一 方面 ,由 于 G0 € L” EfG0 € 五 ,所 以 z = 
vo + Ef(u) € Hi. 面 这 又 可 导致 f(w) € Hi 与 Ef (Cu) € Hi. Bf 
以 在 Zi» +, E, 上 ,wv AEM ESO MAE ER RE AA v 
+ Efa) 在 这 些 特征 曲面 上 具有 和 w 同样 强度 的 奇 性 . 于 是 定理 
6. 2. 1 的 结论 全 部 获 证 . 口 ] 

注 上 面 的 方法 也 可 以 应 用 子 讨 论 一 般 的 半 线 性 方程 具 花 状 
奇 性 结构 的 解 . 但 那 时 特征 曲面 都 是 装 曲 的 , 因 面 在 通过 变换 将 过 
原点 的 特征 锥 面 拉 直 后 ,还 需要 对 低 阶 项 作 细 致 的 处 理 , 详 见 文献 
[56], 又 当初 始 条 件 中 函数 x 本 身 的 初 值 有 间断 时 , 则 Cauchy fa 
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题 的 解 也 会 有 更 强 的 奇 性 ,对 这 种 情形 的 讨论 可 参见 文献 [68]. 
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本 节 讨 论 非 线性 方程 具有 更 强 奇 性 的 解 . 例如 ,对 于 一 个 非 线 
性 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 ,当初 始 资料 含有 像 8 函数 这 样 强 
的 奇 性 时 ,在 以 后 的 时 刻 奇 性 怎样 传播 ?这 类 问题 的 物理 意义 是 很 
清楚 的 ,因为 6 函数 是 支 集 很 小 的 峰值 函数 的 一 种 理想 化 的 抽象 . 
对 这 类 奇 性 传播 的 研究 将 有 助 于 了 解 脉冲 波 的 传播 过 程 . h F 
一 数 本 身 可 以 理解 为 线性 苍 函 ,所 以 在 线性 方程 的 奇 性 分 析 中 ,多 
许 像 $ 函数 或 更 强 奇 性 的 分 布 解 出 现 ,一 般 并 不 引起 新 的 困难 . 但 
在 非 线 性 问题 中 ,将 不 可 避免 地 会 遇 到 分 布 的 非 线性 运算 问题 ,所 
以 在 研究 非 线 性 方程 这 类 强 奇 性 解 时 ,首先 应 将 解 的 含义 作 确 切 
的 解释 . 

在 此 先 讨论 一 个 空间 变数 的 情形 ,所 讨论 的 Cauchy 问题 为 : 

ee eee = f(t, z, u); 
(6. 3.1) 
u Jero = Es 

其 中 ALB 都 是 以 C° 函数 为 元 素 的 NW X N LAR N 个 两 
两 互 异 的 实 特 征 根 ,了 是 其 变 元 的 C” 向 量 函 数 , 与 前 面 的 作法 杠 
仿 , 将 它 简 记 为 (zz). 车 (6.3.1) 中 的 初始 资料 &g — E t a 其 中 去 
€ 工 ， 面 产 为 一 个 奇异 测度 , 则 解 x 应 该 如 何 定 义 ? 它 有 什么 样 的 
性 质 ? 

显然 ,由 于 w 的 初 值 含有 奇异 测度 ,应 该 预期 « 在 i > 0 时 也 
是 含 奇 异 测度 的 分 布 . 一 般 来 说 , 非 线性 函数 (4) 就 不 一 定 有 意 
义 . 例 如 , 当 奇 异 测度 为 3 PRR TT AQ = w? 时 ,fw) 的 确定 就 涉 
及 9 项 数 的 乘法 ,而 这 正 是 一 个 困难 的 基本 问题 . 以 下 不 从 一 般 的 
角度 来 讨论 广义 函数 的 乘法 或 非 线 性 复合 ,而 仍 在 Schwartz 分 布 
的 框架 下 ,通过 弱 极 限 来 给 出 解 的 定义 . 

通过 一 个 未 知 画 数 的 变换 ,可 以 将 66. 3. 1) 中 的 4 化 成 对 角 
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B 
A= diag (A, G x2 A (x22, 


故 以 下 不 妨 设 4 BRA ER HERE B = 0 的 情形 ， 
Wig. E con APRI e 的 正则 化 ,相应 于 (6. 3.1) 的 正 
则 化 问题 为 


(2, + AG 228 Du. = Ft, xr, te); 
(6. 3. 2) 


elmo = 8:5 


为 描述 解 x. 在 670 时 的 性 态 , 我 们 写 出 几 个 Cauchy 问题 如 


Tt 
(2, + AG, z)8 Du = flt,z,@); 
= (6. 3. 3) 
pim m > 
(2, + A(,2202.200, = 0; 
(6. 3. 4) 
| imo = Hes 
(3, + A(1,x)8 Le = 0; 
(6. 3. 5) 
el. = IH. 


URP: = 二 0, 一 和 N 达 之 NN 的 决定 区 域 ,R, 为 使 x, t) ER 的 
点 工 的 集合 . Pen Fee: 

定理 6.3.1 设 f(t，x,w) 关 于 为 整体 Lipschitz M% , H. 
满足 次 线性 条 件 : 


， lim oan 5 ae = Q, (6. 3. 6) 
MRF E LGQ, «XE LRP -RAR , p BE Schwartz 分 布 的 
ELKRAFT e X BE BE SEP SE. WM fe) BCG. 3.2). (6.3. 32, 


(6. 3. 4) 的 解 有 
lim Gu, —u-—9)-—0 (6. 3. 7) 


XE CQ 0, T1, CRD) REGE. u Re} LaF E c. 
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根据 定理 6. 3. 1, 有 理由 将 如 十 o MERE CO. 3. 1) 的 
R. 它 是 线性 方程 具 强 奇 性 初始 资料 (6. 3. 5) 的 解 o 与 非 线 性 方 
程 具 工 : 初始 资料 的 Cauchy 问题 (6.3. 3) 8$ u BA, PL thy 
以 将 定理 6.3.1 视 为 非 线性 癌 题 (6. 3. 1) Haw Re. 但 须 说 
明 , 在 上 面 的 叙述 中 ,oo 与 妈 一 严 一 一 0 的 极限 意义 是 不 同 
的 . 定理 6. 3. 1 的 证 明 依赖 于 如 下 的 引 理 : 

引 理 6.3.1 Flr, tw) 定 义 于 XR* 上 ,关于 ww 为 一 臻 
Lipshitz 连续 ; 


|F(z,w) — FG w')| Xx K|w — w|, (6.3.8) 


F 又 满足 (6. 3. 6) 所 示 的 次 线性 条 件 . Bo. o 为 L'COy'PRTPER 
FEA, v. 按 测度 收 钱 于 vw, M Fez, wv) 在 工 rPl SC. FG, v). 
证 明 HEXCÉDGERM 72> 0, 有 


lm| | F(z, wa — FG, v(z)) ldz <9, (6.3.9) 


GC = ir € R; |v — v| > gg meas (2) ) 
Wh F & Lipschitz 连续 性 ,有 


| |FGr, v) — FG) |dz 
avc 


< K| lv — v|dz < 7/2, 


因为 w fic Ml BE BE vidit e>0 ISG" 的 测度 meas CGO i AF 
4E. 又 因为 F JÉé3K £RTE A F(a, v) € L. FY 60 Bj 


[iro ldz = o(1), 这 样 ,只 要 能 证 明 


lim IF v) |dz x 4/2, (6. 3. 10) 


则 引 理 就 获 证 . 
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为 证 (6. 3.10), 取 M > sup| lldz 5r> 0, 使 得 jw] >r 


BT. SLAF Rh xh 


(Fiz, w)| — 73. 
he| SZM 


FEWE = (x; [v] >}, A 
PNE | FG, v) jdr < zul., lvldz x 2. 


另 一 方面 


Jo |FGz,v) |dz x (ess sup | | )meas(G )-o(D, 


从 面 引 理 得 证 . 1 
定理 6.3.1 的 证 明 如 前 , 仍 记 


V i — Ü — O L= 3, +A, 
REA 了 的 变 元 中 的 :、z, 则 有 
Lu, = flu) 一 f) 
= (fiv + co) — f to) 
+ (f@ Te) — f). 
易 见 , ve E CCL0, T]. YR), AE 
lLv,|<clu| + [f@+e)—f@ | 6.3.11) 


以 及 齐 次 初始 条 件 . 注意 ,o, 满足 Lo. = 0, Ro 的 各 个 分 量 在 相 
应 的 特征 线 上 为 常数 ,从 而 由 o. 的 初 值 x 按 测度 趋 于 零 , 可 知 o 
也 按 测度 趋 于 零 . 又 由 于 s 在 CR,) 中 一 臻 有 界 , 故 云 十 o 在 
LR) 中 一 致 有 界 .于 是 应 天 引 理 6. 3. 1, 可 得 


[ife o — f(u)|dz = o(1) (6. 3.12) 


关于 上 一 致 地 成 立 . 利用 (6. 3.10), (6. 3. 11) 以 及 Gronwall 不 等 
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3X Bl BT 


I Ue | €do,T] LG) 一 o(15. 


这 就 是 (6. 3. 0 5X. 又 知 o. HAAR ARF ac, 所 以 u 按 分 布 意 
义 收敛 于 去 十 a. O 
对 于 B 关 0 的 情形 ,将 B 分 解 忒 对 角 阵 DD 与 对 角 元 均 为 零 的 
EME E ZA. 我 们 将 看 到 , 当 1 om pitt ua +o, pu S o 4r 
别 满 足 
(2, -- A2, + Dia — 0, dl = 4, (6. 3. 13) 
(2, + A2, + Bi t Eo = ft, x, G), Bho. =£, 
(6. 3. 14) 


与 B 二 0 的 情形 不 同 ,这 里 由 第 一 个 线性 方程 所 决定 的 奇 性 部 分 
玻 为 第 二 个 非 线性 方程 的 外 力 项 ,对 正则 部 分 到 产生 影响 , 更 确切 
地 ,有 如 下 定理 : 

定理 6.3.2 RSG, x, wie ERE 6. 3.1 中 所 述 的 条 件 ， 
ue. Fer 0, 分别 是 下 面 Cauchy 问题 的 解 : 


(2, + A2, + Blue = FC, x, Hes teling g d Hi 
(6. 3. 15) 
(2, + Ad, + Do, = 0, G li=0 = fet (6. 3. 16) 


(3, + Ad, + B)a, + Eo, = ft, £, a0, alio =g, 
(6. 3. 17) 


HP gEL R), p ELR) 中 一 致 有 界 ,， 且 按 测度 收敛 于 零 , 则 
2j e Ot. uw — a — o, XE CC[0, T] 天 CRD)) 中 收敛 于 零 . 此 外 ， 
Pe Ot y — p, Rj a — u ECCO, T], LCR.) Pay, HfEA) 
布 意义 , ue > uto. 

为 证 明 上 述 定 理 ,首先 引入 一 个 引 理 如 下 : 

引 理 6.3.2. 在 定理 6.3.2 的 条 件 下 ,由 (6. 3. 16》 所 决定 的 
(ate CCO, Th LRD PREZE. 
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证 明 定义 w:、 分 别 为 下 面 线性 问题 的 解 : 
(2, + Ad, + Dw. + Ec, — 0, wedo =g; (6.3.18) 
(9. 二 A3:+ DE=0, Glog, (6.3.19) 
W|£€cqo, TJ; LR)) H wt 满足 : 
(2, + Ad, + D) Cu, — D + Ee, = 0 
以 及 齐 次 初始 条 件 . FEE Gus — D. 可 以 表示 为 > esos 在 第 i 族 
后 向 特征 线 上 的 积分 , 由 方程 (6. 3.15) 知 在 第 i 族 特征 线 上 的 尾 
BA po 
Galp) = a lp) ng (9,0P)), 
Kp 7 peo y 点 的 第 j 族 特征 线 与 zx 轴 的 交点 ,而 a, 满足 
(2, + Aja. + d;)a; = 0; Aho = 1, 
AAA. BREESE A, es. 7,. a, 也 都 连续 . 
于 是 对 每 个 i, Go. 一 D. 可 以 写成 


oz) 
Cw, 222 OAE D, = Se GG, Xs ye (dy, 
yee 0n 
(6. 3. 20) 


Rh Gi; WHE eg it, FELN Cw. — G0) 29 CCCo, T]: LCR) 中 
— BUS Jt 55 SEBEVESE DU SR Gr. 因为 8 是 一 个 固定 的 函数 , 故 {w} 为 
准 紧 集 . i 

Bz, = a — wey Wil 


Lz, + Ew, = flwe + ze), z,|,-, = 0. (6. 3. 21) 


将 (6. 3. 20) 视 为 w 到 zz. 的 一 个 映射 多 , 它 是 CC[0, T]; L'(OUD 
上 的 连续 映射 ,所 以 {z.} 是 CC00, Th L!'(R,)) 的 准 紧 集 , 故 {a} 也 
是 如 此 . 口 | 

定理 6.3.2 的 证 明 ig L= a, + A2, + B, v, — u — 8,— 6,, 
则 
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Lv, = Lu, — La, — Lo, 
= f(u) — f(a) 
= f, 十 we 十 ao — fla + %) 
+ fla, 十 co — f(a), 


所 以 
|Lo,| < Clud + |fta 十 co — fla)|, (6.3.22) 


Hu, # t= 0 时 为 零 .与 定理 6.3. 1 的 证 明 相 仿 , 只 要 能 够 证 明 
| f(a +4.) — f(a) || ta = 900, 


就 能 推 得 xs 一 w% 一 o, dg CCCo, Th L'CROO PRRMFS. HT Sf 
是 Lipshitz 连续 函数 , 故 击 引 理 6. 3. 1 可知, 证明 || f (a, + 00 一 
f(a) || — oO) 的 关键 在 于 {a.} 在 L'CR) 中 一 臻 有 界 , 而 这 一 点 可 
由 引 理 6. 3.2 的 结论 推 得 . 
当 poe 按 分 布 意义 成 立时 ,因为 D 是 对 角 阵 , 故 有 os > o. 
由 《6. 3.17) 知 xe, MAPA RT w, 其 中 ww 为 问题 
(2, + A83, + Dw + Eo —0, wl.,—g (6.3.23) 


的 解 .但 由 于 {w.} 是 CC(0, T]; LORD PRR Kw — w 19, 
在 C([0, T; LRD 中 成 立 .利用 引 理 6. 3. 2 中 引入 的 多 是 连 
续 映 射 的 性 质 , 可 知 ze = Pw, 以 及 = z +w MEE COO, T] 
L'R) rust JF (6. 3.13) 的 唯一 性 可 知 2, — z. O 

从 定理 6.3.1 与 定理 6. 3. 2 的 证 明 过 程 来 看 ,为 得 到 近似 解 
ue 在 EO 的 收 钱 性 ,对 非 线性 函数 f(xw) 增 长 性 的 限制 是 很 重要 
的 . 对 Fu) 的 次 线性 的 约束 ,使 得 zx 出 现 类 似 于 函数 这 种 峰值 
函数 时 ,了 (wo) 仍 在 CLO. T3; LR PRR. 如 果 人 允许 u HA 
性 部 分 有 更 高 的 增长 阶 ,那么 对 f 的 限制 也 要 更 严格 ,直至 要 求 
fu) BA. 读者 可 参见 文献 [118]、[104]、[74] 中 的 讨论 . 此 外 ， 
在 文献 L[54]、[74]、[69] 中 也 讨论 了 高 维 半 线性 波动 方程 的 3 波 
的 传播 与 干扰 问题 . 得 到 与 定理 6. 3.1 2S4 f dE ER TE EUER. 
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即 非 线 性 问题 的 解 可 以 视 为 具 正则 初始 资料 的 非 线 性 问题 的 解 与 
具 奇 异 初始 资料 的 线性 问题 的 解 的 营 加 . 详 见 原文 . 


$6.4 拟 线性 方程 的 强 奇 性 解 


与 半 线 性 方程 的 情形 相 比 , 拟 线 性 方程 强 奇 性 解 的 研究 更 困 
难 ,其 主要 原因 是 由 于 方程 的 特征 与 解 有 关 . 在 第 5 章 中 讨论 拟 线 
性 方程 的 弱 奇 性 解 时 ,已 经 说 明了 特征 与 解 有 关 的 事实 在 奇 性 分 
术 中 所 导致 的 复杂 性 , 当 人 允许 解 有 间断 或 更 强 的 奇 性 时 ,所 和 过 到 的 
困难 将 更 多 . 

首先 让 我 们 考察 如 下 的 一 阶 拟 线性 方程 : 


-十 w= 一 二 0， (6. 4. 1) 
z 


虽然 用 经 典 方法 或 仿 线 性 化 方法 可 以 讨论 解 的 弱 奇 性 的 传播 ,但 
是 仅 讨 论 方程 (6. 4. D 的 弱 奇 性 解 是 远 远 不 够 的 ,因为 这 个 方程 
的 光 请 解 随 着 时 间 的 推移 有 可 能 产生 出 强 霖 性 . 例如 ,考察 该 方程 
的 Cauchy 问题 ,并 设 解 u 的 初 值 取 为 


u(0,x) = $(x), 


Fe TEAR u PIE RU RAY 在 每 一 条 特征 线 dz/de = u LRH 
E. TE Ex EAA E, 8 HEE, AE) > (060, 3E 
么 ,过 (0, £0. C0, 8) 两 点 的 特征 线 就 必定 相交 . 事实 上 ,很 容易 


A & m € pê), S 去 pE) 
PGE TIE P 的 坐标 为 | L5 ES! 469 — E) ]' 


dk P RAE u NET EAA $060 5 $C Fe AR u PEEK 
域 不 可 能 延 拓 到 P 点 . 也 就 是 说 , 若 不 限于 在 上 一 0 的 邻 域 中 考察 
LXE Cauchy 问题 ,就 必须 允许 解 含有 间断 或 其 他 类 型 的 奇 性 . 这 
一 现象 在 拟 线性 方程 ,特别 是 拟 线性 双 曲 型 方程 的 研究 中 有 一 定 
的 普遍 性 ,更 由 于 拟 线性 方程 的 间断 解 一 般 都 有 明确 的 物理 背景 ， 
所 以 对 它 的 研究 很 受 人 们 重视 . 
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对 于 方程 (6. 4. DRA u EDL u FEAR 2 上 有 跳跃 间断 ， 
Hi5S6züB E 2u/0z 就 是 支 集 在 卫 上 的 9 函数 .由 于 zx 与 
dular 在 了 的 任意 点 上 的 波 前 集 可 以 在 相反 方向 上 出 现 , 故 * 与 
du/az 的 乘积 就 不 能 利用 定理 2. 1. 4 KEX 一 种 合理 的 对 于 解 
的 方法 来 自 于 方程 的 物理 背景 ,就 是 代替 (6. 4. D 而 考虑 方程 


« [5 - 9, (6.4.2) 


EOS RAT TEAUL SCR) 378. 方程 (6.4.1) 与 (6.4.2) BS C # 
是 等 价 的 ,但 方程 (6.4.2) 的 间断 解 较 容易 定义 . 事实 上 ,对 于 一 
^ RCR BEEKTRHETOS LRR u 来 说 ,w? 可 按 经 典 意义 定义 ,然后 ， 
即使 (6. 4. D 中 的 导数 按 分 布 导数 的 意义 来 理解 ,z 满足 方程 仍 
可 有 确切 的 含义 . 此 外 ,可 以 直接 将 (6. 4. 2) 化 成 积分 的 形式 . 若 
函数 = € L”, 且 对 任意 的 CY 函数 $, 满 足 


jg + 5. dzd = o. (6.4.3) 


TU PK u 为 (6.4, 2) 的 解 .相应 地 ,(6. 4.2) 满 足 初始 条 件 
4&(xr,0) = ule) (6.4. 4) 
的 解 可 以 用 积分 式 


JE E $.| dads 十 | wide =0 (6.4.5) 


来 定义 ,其 中 # 是 在 1 之 0 中 的 CF 函数 , 旦 具有 有 界 支 集 . 容易 证 


明 , 当 w € C J (6. 4. 50. 的 解 时 , 它 必 满 足 (6.4.2) 与 (6. 4. 4)， 
反之 亦 然 . 


对 于 一 般 的 守 伍 律 方程 组 
u, + (flu)) = 0, (6. 4. 6) 
取 初 始 条 件 (6. 4. 4) 4 Cauchy 问题 , 它 的 解 可 以 用 下 式 ， 
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I (E yo $ydzrdt + i up dz = 0 (6.4.7) 
£20 = 


KEM. udfpD:ir-rG) ARRE, Uel eD lahe 
u, f(a) TED ERS BERKBE | MIN C6. 4.6) 通 过 分 部 积分 ,可 得 


in — é[u dz + $Cf Cu) ]dt = 0. 


由 于 $ 是 任意 函数 , 故 在 全 上 的 任 一 点 都 有 
sla] = [fu], (6. 4. 8) 
其 中 [u]= u, — m = ulr) + 0,2) — ulrl) — 0), 
Oflu] = fw) — fu), 


s AHR T. 的 斜率 至 ,等 式 (6. 4. 8) 也 称 为 Rankine-Hugoniot 条 
n 


方程 (6.4. 6) 的 特征 线 的 斜率 为 至 = P o0. POM n 
要 tw Fw RA s Æ FID s E fu, 所 以 , 拟 线性 方程 (6. 4.5) 
间断 解 的 问 断 线 不 同 于 间断 线 两 侧 函 数值 所 决定 的 特征 线 . 这 一 
事实 与 半 线 性 方程 奇 性 传播 或 拟 线性 方程 弱 奇 性 传播 的 特点 不 
同 . 对 于 半 线性 方程 来 说 ,由 于 方程 的 系数 不 依赖 于 x, 故 强 间断 
解 的 问 断 线 仍 为 特征 线 . 例如 对 方程 


au J2(aCr)u) — 
Sid sta cm (6.4. 9) 
来 说 , 它 的 Rankine-Hugoniot 条 件 为 
_ [a (Cx)u] 
s= EU . (6. 4. 10) 


这 个 分 式 右 端的 值 为 a(z), 它 说 明 间 断 线 的 斜率 为 a(z), 所 以 间 
断 线 就 是 特征 线 . 当然 ,对 于 拟 线 性 方程 来 说 , 比 强 间 断 这 样 的 强 
度 为 弱 的 奇 性 一 般 仍 沿 特 征 线 传播 ， 
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注意 ,由 同一 个 拟 线性 方程 可 以 写 出 许多 不 同 的 守 便 律 形式 ， 
例如 ,由 (6.4.1) 除 了 可 以 写 出 (6. 4. 2) 的 形式 外 ,还 可 以 写 出 


12,0 de Lanu) =0, (6.4.12) 


若 仅 限于 考虑 连续 可 微 解 ,(6. 4. 2) 与 (6.4.11) 是 等 价 的 .但 是 ,对 
TF C6. 4.11) 的 间断 解 , 在 间断 线 上 应 当 满 足 的 Rankine-Hugoniot 
条 件 为 


a ic ER iw] =, (6. 4. 12) 


' Sg AR 53 (6. 4. 8) 不 同 ,所 以 (6. 4. 11) 的 间断 解 与 (6. 4. 2) 的 间断 
解 不 等 价 . 故 必 须 先 选 定 一 个 守恒 律 的 形式 ,才能 讨论 拟 线性 方程 
的 间 渐 解 . 由 于 最 有 应 用 价值 的 拟 线 性 双 曲 型 方程 (组 ?都 有 其 物 
理 背 景 , 它 们 由 相应 的 物理 守恒 律 导 出 ,因此 ,作为 方程 的 守 便 律 
形式 实际 上 是 确定 了 的 . 

在 研究 拟 线 性 方程 的 间 新 解 时 ,还 会 遇 到 由 不 唯一 性 所 导致 
的 麻烦 ,为 说 明 这 一 点 ,考察 方程 (6. 4. 2? 满 足 初始 条 件 

—]1. z<0; 


u(r,0) = | 《6. 4.13) 
l, z>0 


的 Cauchy 问题 ,对 于 这 个 问题 ,函数 
~l; t< 0; 
u, (x,t) -1 (6. 4. 14) 
1, r0 


dE x = 0 外 满足 方程 (6. 4. 2) 与 初始 条 件 ,并 在 间断 线 上 满足 
Rankine-Hugoniot 条 件 . 此 外 ,函数 
—1. r<«-t; 
ur,Q)-4r/t trat; (6. 4. 15) 
1, zt. 
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也 在 上 沁 0 的 区 域 中 满足 (6. 4. 2)》, 并 在 上 一 0 上 满足 初始 条 件 . 事 
实 上 ,还 可 以 写 出 无 穷 多 个 含有 间断 的 函数 ,它们 在 间断 线 外 满足 
方程 与 初始 条 件 , 而 在 间断 线 上 满足 Rankine-Hugoniot 条 件 . 为 
了 保证 解 的 唯一 性 ,必须 确定 一 个 准则 ,依据 它 可 以 从 这 些 解 中 挑 
选 出 唯一 的 一 个 解 .这 个 准则 就 是 在 解 发 生 间断 的 间断 线 上 上 ,除了 
Rankine-Hugoniot J& ft Z 9b, MA UAH IE GN d CUR. 在 方程 
(6.4.2) 的 情形 M RFR: 


er Lan ce UE ue =, “> 05% > 0, (6.4.16) 


RPE Sz. t a 无 关 . 这 一 条 件 也 等 价 于 :通过 间断 线 上 任 一 
点 , 往 间 断 线 两 侧 所 作出 的 特征 线 都 必须 是 向 下 的 . 

对 于 拟 线 性 双 葛 型 方程 组 ,在 讨论 它 包 舍 距 路 间断 的 强 奇 性 
解 时 ,方程 组 的 守恒 律 形 式 与 间断 线 上 的 粹 条 件 也 是 必须 考虑 的 . 
由 于 拟 线性 双 葛 型 方程 组 在 物理 上 有 广泛 的 应 用 ,因此 对 于 它 的 
研究 ,特别 是 对 于 其 强 奇 性 解 的 研究 吸引 了 许多 数学 家 的 注意 力 ， 
多 年 来 已 建立 了 系统 的 理论 ,并 发 展 成 为 一 个 重要 的 数学 分 支 . 由 
于 已 有 的 成 果 与 方法 十 分 丰富 ,我 们 不 可 能 在 很 短 的 篇 奏 中 ,对 整 
个 研究 情况 作 概 插 的 介绍 , 下 面 仅 从 奇 性 分 析 的 角度 ,介绍 几 个 最 
重要 的 结果 . 

在 区 域 2 C R 中 ,讨论 一 般 的 守恒 律 双 其 组 


du | 9flu) _ 
ae tae “O: (6. 4.17) 


其 中 f(a) 均 为 NN 维 向 量 函 数 ,jz) 的 各 个 分 量 均 为 & C ER 

数 . 矩阵 P GO 具有 N 个 两 两 互 异 的 实 根 和 C2) << Av (a). 对 

应 于 第 i 个 特征 向 量 (a), 记 ri(w) 为 右 特征 向 量 ,L,tw) 为 左 特征 

向 其 ,如 果 在 所 讨论 的 区 域 中 , VA, ri AO, 则 称 第 大 族 特征 是 真 

正 非 线性 的 .又 若 VA, +r. 三 0. 则 称 第 & 族 特征 是 线性 退化 的 . 
定义 6,4.1 ECC ERU o GO YE BEA HE EA CREE E 
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(r.(4), Vt) = 0, (6.4.18) 


则 称 zou 39 88 k 2$ Riemann 不 变量 .车 在 某 区 域内 请 数 使 第 天 
类 Riemann PE E 25 Tit 3C. Me 为 第 在 类 单 波 ,又 车 单 波 是 


TOT 的 函数 , 则 称 w 为 中 心 单 波 . 


定义 6.4.2 HOA OPHIR. Bu EO 上 满足 
Jrf&CG.4.100,mÀzk FABER. dE D ES — AO 的 斜率 s 
与 两 侧 的 lirs UI 满足 


f ur) — f Gu) = slu, — u) (6. 4. 19) 
以 及 
A G4) «s AU), A, (u,) «s Ài Cy), 
(6. 4. 20) 


则 称 荆 为 第 类 激 波 ,以 上 的 (6,4. 19) 35 8539 Rankine-Hugoniot 
条 件 ,(6. 4. 2003 FA de HF. 

定义 6.4.3 Br AA PRIMA. Be FOV 上 满足 
方程 (6. 4. 150 dk P. FARR. AMRF AG) SAC AY 
x SEL Jap ke FS Ae fee Te) r, 

需 指 出 的 是 :第 上 类 接触 间断 仅 在 方程 组 的 第 k KHIR 
性 退化 时 可 能 出 现 , 而 第 类 激 波 只 在 方程 的 第 类 特征 为 真正 
非 线 性 时 可 能 出 现 . 

考察 方程 组 (6. 4. 17) 的 Cauchy 问题 ,如 果 初 始 资料 含有 跳 
路 间断 这 样 的 强 奇 性 , 则 解 也 可 能 出 现 跳 财 间 汤 . 当初 始 资 料 取 为 


tis r« 0; 
u(x,0) -| (6. 4. 21) 
i urs L> 
时 ,相应 的 Cauchy [0] UE JJ Riemann 问题 , 对 此 已 有 如 下 的 结果 
(参见 文献 [125]). 
定理 6. 4. 1 设 方程 组 (6. 4. 170. 是 严格 双 物 的 , 其 各 族 特 
征 或 为 真正 非 线性 的 , 或 为 线性 退化 的 . 初始 资料 (6. 4. 21) 中 
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lu, — 1| 充分 小 , 则 该 Cauchy 问题 在 上 > 0 区 域 中 有 自 模 解 存 
在 ,这 个 解 包含 由 原点 发 出 的 至 多 N 个 非 线性 波 : 激 波 .中 心 波 与 
接触 间断 . 在 这 些 非 线性 波 之 间 的 解 为 常态 . 

注意 ,接触 间断 线 本 身 就 是 特征 线 , 此 外 ,中 心 波 的 首尾 是 中 
心 波 与 常态 区 域 相连 接 之 处 ,在 那里 解 的 导数 可 能 发 生 间 断 , 由 于 
中 心 波 的 首 属 都 是 特征 线 . 故 从 奇 性 分 析 的 角度 来 理解 定理 
6.4.1， 则 此 定理 说 明 初 始 资料 在 原点 的 强 奇 性 ,将 沿 着 过 原点 的 
激 波 或 特征 线 而 传播 ,形成 扇形 的 图 象 . 

定理 6.4. 1 的 证 明 可 参见 文献 [125jJ. 

如 果 将 初始 资料 取 为 较 一 般 的 具 中 路 间断 的 函数 

u (z), z- <z; 


ulz, 0) -| (6. 4. 22) 
u, (r), zr > mr2»0, 


在 区 域 
TCS) = (G,x)0 fX Ó, x -F At xm a At) 


中 考察 方程 组 (6. 4.17) ,其 中 A > supCIA G0 D, 则 当 该 资料 在 
PARRER, AARRE UR. 

定理 6.4.2. 设 方程 组 (6. 4. 17) 是 严格 双 曲 型 的 ,其 各 族 特 
征 或 为 真正 非 线性 的 ,或 为 线性 退化 的 . 在 初始 资料 (6. 4. 22) 中 
u. (x), uy G € CH, lu, — ul 充分 小 , 则 存在 0, > 0, 使 得 该 
Cauchy 问题 在 区 域 了 (6 中 有 ZL” 解 存在 , 这 个 解 包含 由 原点 发 
出 的 至 多 N 个 非 线性 波 : 激 波 ,中心 波 与 接触 间断 ,在 这 些 非 线性 
波 之 间 的 解 属于 CU. 

定理 6.4. 2 的 证 明 可 参见 文献 [89]. 

以 上 述 结果 为 出 发 点 ,自然 可 以 有 许多 进一步 的 研究 ,例如 解 
的 整体 存在 性 、 唯 一 性 、 渐 近 性 质 等 等 ,对 于 各 类 带 有 低 阶 项 的 方 
程 组 或 非 严 格 双 曲 型 方程 组 的 研究 等 等 . 在 此 不 一 一 例 举 这 些 结 
果 了 ,而 转向 高 维 情形 的 讨论 . 

在 空间 维 数 为 2 中 的 守恒 律 方程 组 可 写成 
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au af Cu) 
dt 十 Ox 


考察 其 初始 条 件 为 


Iglu) _ 
ay 


十 0， (6. 4. 23) 


u |0 = ur.y) (6. 4. 24) 


的 Cauchy 问题 ,当初 始 资料 us Gc, y) 在 rOy FRR HER D: 工 一 
$O0 上 有 间断 时 , 则 在 一 定 的 条 件 下 ,可 以 得 到 含 激 波 解 或 含 中 
心 波 解 的 局 部 存在 性 ， 
定理 6.4.3 ”对 于 Cauchy 问题 (6. 4. 23), (6.4. 24) ,如 果 其 
系数 与 初始 资料 满足 ， 
COD fGO, g (uw) 为 变 元 的 C” 函 数 , 方 程 级 C6. 4. 21) 为 严格 双 
曲 , 且 存在 一 个 正定 对 称 阵 An Ce) BB ALGO P GO. AcGOg! G013 
为 对 称 阵 ; 
《2) us Cry), ut Cry) YE D B) ZU E Ar RUE. A,B 
s> 25 + 7; 
(3) A a CHH PHBR. BE c(a) € HY HEP E 
— ala) (uy, (a) — uy (a)) 
+ na) Cf Cuo, (0) — flug- (a))) 
+ n, la) (rn, (0) — gas, (0))) = 0, (6. 4. 25) 
HET LEE s- 1 阶 相 容 人 性 条 件 满足 . 又 存在 正 整数 pi 
hsluo_ (0)) > ala) > AL Guo, (a)), 
Api tos. (a)) > ala) > Ap—1 Ctto- (a)); 


(D 在 研 上 ,对 一 切 &, 由 (wor Ca), uo (a), Co) 所 定义 的 
常 系数 初 值 问题 是 一 致 稳定 的 . 

则 对 充分 小 的 TT, 在 0 二 :过 TT ERP, ee A BE S.I 
及 在 S 两 侧 定 义 的 H pA u. E, x, Bu, t, z, y), 满足 方 
f 〈6.4.23》 和 初始 条 件 〈6.4.24)， 并 在 S. 上 满足 Rankine- 
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Hugoniot FMR fF. 

在 以 上 定理 的 叙述 中 , 相 容 性 条 件 是 指 通过 方程 与 初始 条 件 
所 决定 的 4- 的 各 阶 导数 满足 由 激 波 条 件 (6. 4. 25) 求 导 后 所 得 到 
的 等 式 . 一 致 稳定 条 件 是 由 A. Majda 引入 的 , 它 与 通常 的 双向 型 
方程 组 初始 边 值 问题 所 应 满足 的 Lopatinski 条 件 相 当 , 详 见 文献 
[90]. 

定理 6. 4. 3 说 明 在 取 特 定 的 间断 初始 值 的 初始 条 件 下 ,初始 
资料 中 的 奇 性 仅 沿 过 D 的 一 个 激 波 曲面 传播 . 从 奇 性 传播 的 角度 
考虑 问题 ,在 文献 [46j] 中 证 明了 如 下 定理 ; 

定理 6.4.4 Ru EKRA PHBA. IDA ARES 的 
解 ,2 位 于 0. AN {一 0) Hie Ki WERT > 25H 
A BES AM u E H. BERE, SHC RM, u 为 
C^ 函数 , 则 在 整个 只 中 ，38 AH ChA, H u, E C". 

下 面 考察 具 高 维 中 心 波 的 解 ,首先 对 这 类 解 的 特性 给 予 描述 ， 
对 于 形 为 (6. 4. 23) 与 (6. 4. 24) 的 Cauchy 问题 , 设 A, 7) Æ 
F G0 十 yg GO 的 单 特征 值 , 旨 方程 关于 该 特征 值 是 真正 非 线性 
mj. RET MAW SAM u 的 初 值 ,可 以 决定 过 了 的 两 个 特征 
曲 商 m. tr =o, 0,520. 中 心 波 解 就 是 指 这 样 的 函数 zxGt， or. y), 
EetS> 0 LR PIER, Et > 0 区 域 中 除 zs 外 有 连续 导数 ,是 
满足 方程 (6. 4, 23), 又 在 1 = 0 上 取 初 值 wo(zx,y), 因为 x+: 是 特征 
HH A FRR: 


(9.).G,30 = Aus Gd 0,320.30, — 4), Ey), 
(6. 4. 26) 
u 在 上 不 连续 ,因而 过 丁 可 以 作 一 族 特 征 曲面 se, xz, y) = 
const, E GARE BEBE E u 是 连续 的 , 当 z* 沿 着 不 同 的 特征 曲面 
趋 于 症 时 , 取 不 同 的 极限 值 . 
根据 上 面 所 描述 的 u 的 特性 ,可 以 将 * Sm HGG, c. ys 
tr. HT s(t, 2, y) 一 常数 , 都 过 卫 , 故 Vs 在 卫 附 近 无 界 ， 
从 而 必须 有 
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A ik x up H; Ay 58 p A,s. + Ass, 的 右 特征 向 量 ry 所 以 ,车 
ACs, y) 是 


dh mr. — EOD. RO, y) = uf GOD) 


(6. 4. 27) 
的 解 , 则 有 HG, 0, 0, y» — AC, y). 
对 于 给 定 的 初 值 (6. 4. 24》, 为 寻求 中 心 波 解 ,并 使 它 能 通过 特 
征 曲面 -5 u- 0, x. y PERK. MERE s(y) € C^ ,使 得 


hls(y), y) = ug (Ply), y), (6. 4. 28) 


这 也 称 为 相 容 性 条 件 . 又 车 由 方程 (6. 4. 23)》、 初 始 条 件 (6.4. 24) 以 
及 相 容 性 条 件 (6.4.28), TAE T 附近 决定 各 分 块 光 滑 区 域 中 
的 zx 直至 其 阶 导数 的 值 ,使 得 按 这 些 值 能 决定 一 个 渐 近 解 , 在 误 
XX OG 的 意义 下 ,满足 (6.4.23) 与 (6.4.24), MPRI E k 
Mra EA. 

定理 6. 4.5 对 于 Cauchy 问题 (6. 4.23), (6.4.24), WRH 
系数 与 初始 资料 满足 ， 

C1) fla). g (a) 为 变 元 的 C” 函 数 ,方程 组 (6. 4. 23) 为 严格 
双 曲 型 的 ， 且 存在 一 个 正定 对 称 阵 A Cu), 使 Al GOF GO, 
Ao (udg’ (wu) 均 为 对 称 阵 ; 

(22 ug Cx 32. ud 《zx，y) 在 全 的 左右 侧 分 别 属 于 瑟 : ,其 中 :是 
满足 * Lok 的 最 小 偶数 ; 

(3) ET EG. 4. 28) 以 及 直至 阶 相 容 性 条 件 满足 ,大 之 s 十 
d 十 5, 其 中 4 是 某 个 根据 方程 系数 决定 的 正 数 . 

WE Tr 的 邻 域 中 存在 该 Cauchy 问题 的 中 心 波 解 . 

在 上 述 定理 中 ,常数 a 的 决定 可 参见 文献 [4]. 

定理 6.4. 5 也 说 明了 在 取 特 定 的 间断 初始 值 的 初始 条 件 下 ， 
初始 资料 中 的 奇 性 可 沿 着 过 工 的 两 个 特征 曲面 传播 ,但 奇 性 减 
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8j. 

如 果 高 维 拟 线 性 方程 组 是 严格 双 则 型 的 ,又 是 对 其 每 个 特征 
都 是 真正 非 线 性 的 ,那么 ,对 于 具 一 般 间 断 初 始 值 的 Cauchy fei 
题 ,局 部 地 存在 含有 激 波 与 中 心 波 的 强 奇 性 解 . 这 些 强 奇 性 构成 一 
4T BAR BS EESTI , . cR 15 1. (87 ]. 

WÈ Cauchy 问题 的 初 值 不 具有 强 间 断 , 但 在 初始 平面 的 曲 
线 王 上 导数 有 间断 (或 某 个 高 叭 导数 有 间 断 ) ,那么 , 奇 性 就 将 党 
过 关 的 特征 曲面 传播 .于 是 能 够 证 明 在 并 的 邻 域 中 解 的 存在 性 、 
这 个 解 在 卫 的 邻 域 中 连续 ,而 它 的 导数 可 能 在 由 工 发 出 的 特征 曲 
面 上 有 间断 . 这 种 奇 性 波 ( 这 类 解 一 般 不 属于 HUBER LO P 
波 , 相应 地 ,也 可 以 建立 类 似 于 $3.4、§ 3.5 中 的 结果 ;单个 声波 
可 洛 着 特征 曲面 从 上 < 所 区 域 传播 到 上 > 加 区 域 中 ,两 个 声波 相交 
时 ,它们 继续 沿 着 原来 所 属 的 特征 曲面 传播 . RAS AE 
他 的 特征 , 则 从 交 线 发 出 的 其 他 特征 曲面 也 可 能 载 有 声波 并 传播 ， 
在 文献 [98]、[58]、[121] 中 对 此 作 了 详细 的 分 析 . 

. 但 是 , 若 方程 组 含有 线性 退化 的 特征 , 求 具有 间断 初始 值 
Cauchy 和 问 题 的 解 时 ,就 涉及 高 维 接触 间断 波 的 产生 与 传播 . 目前 ， 
即使 对 仅 含 单个 接触 间断 波 的 情形 ,局 部 解 的 存在 性 与 稳定 性 也 
都 尚 不 清楚 ,所 以 在 高 维 人 情形 下 ,并 无 相当 于 定理 6. 4. 2 那样 的 一 
般 性 结果 , 令 人 关心 的 是 一 些 最 有 实际 意义 的 拟 线性 双 曲 型 方程 
组 恰恰 是 含有 线性 退化 特征 的 ,因此 ,即使 在 对 拟 线性 双 曲 组 具有 
万 状 奇 性 结构 的 强 奇 性 解 的 研究 来 说 , 仍 有 一 些 重 要 而 基本 的 问 
AM AR RR. 

对 于 拟 线 性 双 曲 型 方程 组 具有 花 状 奇 性 结构 解 的 研究 就 更 用 
难 了 ,例如 ,车 初始 条 件 (6.4.24) 中 池 数 u(r, yy) 在 四 个 象限 中 分 
别 取 不 同和 值 的 常数 ,这 样 的 问题 称 为 高 维 Riemann 问题 . 本 书 在 
§ 6.2 中 曾 讨 论 了 半 线 性 方程 的 高 维 Riemann RE, EWA 
性 的 情形 , 若 方 程 是 严格 双 曲 型 方程 ,至 今 尚未 见 到 任何 结果 . 但 
是 这 类 问题 在 物理 上 却 是 常 遇 到 的 ,例如 在 研究 复杂 外 形 物 体 的 
绕 流 、 激 波 反射 与 绕 射 等 问题 时 ,都 可 能 遇 到 具有 花 状 奇 性 结 梅 的 
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解 . 我 们 相信 这 类 问题 的 研究 不 久 将 会 迅速 发 展 起 来 ,并 吸引 众多 
的 数学 家 投入 研究 之 中 ， 


第 7 章 


拟 线性 方程 激流 的 形成 


在 前 几 章 中 所 讨论 的 都 是 仿 微 分 方程 解 的 已 生成 的 奇 性 的 传 
播 ,但 另 一 方面 ,对 于 非 线性 方程 来 说 ,即使 解 在 初始 时 刻 为 充分 
光滑 的 ,其 后 也 可 以 有 新 的 奇 性 形成 与 发 展 , 因 此 这 一 演变 过 程 使 
人 们 更 感 兴趣 ,在 本 章 中 将 讨论 这 种 现象 ,主要 讨论 拟 线性 方程 激 
波 的 形成 


$7.1 单个 方程 的 情形 


一 、 光 滑 解 破 娄 的 两 种 机 制 

非 线性 方程 的 光滑 解 随 着 时 间 的 发 展会 产生 奇 性 , 这 是 非 线 
性 方程 区 别 于 线性 方程 的 特有 现象 . 在 一 阶 方程 (或 方程 组 ) 的 情 
形 , 奇 性 的 形成 可 以 有 两 种 原 困 :一 种 是 解 的 函数 值 无 限 地 增 大 ， 
另 一 种 是 解 本 身 虽 然 有 界 ,但 解 的 导数 值 趋 于 无 穷 . 由 光滑 解 发 展 
出 奇 性 的 现象 简称 为 解 的 破裂 . 下 面 以 两 个 例子 说 明之 . 

考察 一 阶 半 线 性 方程 的 Cauchy 问题 : 


au gu —, 
s ca 


u(0O, x) = u(x), 


(7.1. 1D 


其 中 uo Cr) ŽE ER E. 由 第 1 章 的 讨论 知 ,在 上 一 0 附近 该 
Cauchy 问题 有 光滑 解 存在 , 它 的 解 可 以 明显 地 表示 为 


uox — t) 


ult, x) = I- map 


(7.1.2) 
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易 见 ,车 初始 资料 uo 在 某 点 < 大 于 零 , 则 沿 着 特征 线 之 一 : =&, 解 
uz，x) 的 值 在 t 增 大 时 ,将 无 限 地 增 大 ,直至 + = a 时 解 不 再 
存在 .于 是 ,在 GL, x) 平 面 上 出 现 一 条 曲线 two (c — 0 = 1, 使 光滑 


解 的 存在 区 域 不 能 超越 此 线 . 取 M = max u£), 则 Cauchy 问题 
《7.1.1) 的 整体 光滑 解 只 能 在 上 <M 时 存在 , 这 种 由 解 本 身 的 值 


无 限 增 大 而 导致 光滑 解 破裂 的 现象 与 常 微分 方程 Z — y 的 初 人 
问题 的 解 破裂 的 现象 是 相仿 的 , 故 称 为 常 微 机 制 

然 面 ,也 存在 另 一 种 导致 光滑 解 破裂 的 机 制 ,例如 考察 一 阶 拟 
线性 方程 的 Cauchy 问题 


fi 4 94600 _ 0; 


us ax (7.1.3) 


u(0, x) = u,(r). 


设 /Cu)、wolx}) 都 是 其 变 元 的 光滑 函数 , 则 在 : = 0 附近 该 问题 的 
解 可 以 用 特征 线 法 来 确定 . 由 于 解 x 在 每 一 条 特征 线 上 取 常 值 , 故 
只 要 函数 zxoCz) 有 界 ,z 的 取 值 就 是 有 界 的 ,但 是 ,车 "(wu) 290, 而 
uo《z) 下 降 , 则 ww 的 导数 可 以 随 着 时 间 的 增加 而 趋 于 无 穷 . 

将 方程 (7. 1, 3) 关 于 变量 xz 求 导 , 可 得 


au, 
at 


记 d/de 为 沿 特征 线 x = z(t) 求 导 , 妈 有 


des Ex FC, 


+ flu) E 一 一 ful. 


积分 之 ,可 得 


l. 
V. 


过 | = | reodr， 
于 是 
uy(x(0)) 
Pek «Gi Q2 [ froodc 


ur), = (7. 1. 4) 
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易 见 , 若 P" 00 > 0, uS Cr (00) <0, 则 在 上 增加 时 ,(?7. 1.4) 右 端 分 
式 的 分 母 值 减少 , 故 |x: | 的 值 可 以 沿 特 征 线 无 限 地 增长 ,所 以 在 
Sa) > 0M REF AB uO <0, 就 存在 i(&), 使 之 沿 着 过 (0， 
<) 点 的 特征 线 ,z 的 导数 在 ce (OOS FIC. ie” = minl), 
Wj Cauchy 癌 题 的 整体 光滑 解 只 能 在 t < 所 中 存在 . 显然 ,相应 于 
t ,有 一 条 特征 线 》: x = x(t), 使 解 w 的 导数 沿 7 在 ce BIER 
于 无 穷 . Lika 二 cle’), Wa’, oc ) 就 给 出 了 光滑 解 开始 破裂 
的 时 间 与 位 置 . 

在 上 面 这 种 情形 , 解 破 裂 时 由 于 特征 线 挤 到 一 起 而 导致 4 的 
导数 趋 于 无 穷 , 故 也 称 为 光滑 解 破裂 的 几何 机 制 . 易 见 ,由 于 半 线 
性 方程 的 特征 线 的 位 置 不 依赖 于 解 , 故 特征 线 挤 压 的 情形 不 可 能 
出 现 , 从 而 由 几何 机 制 所 引起 的 光滑 解 的 破裂 ,在 半 线 性 方程 的 情 
形 不 可 能 出 现 . 反之 ,对 拟 线 性 方程 的 Cauchy 问题 来 说 , 若 方 程 
为 非 齐 次 , 则 上 述 两 种 机制 都 可 能 导致 光滑 解 的 破裂. 

在 此 有 必要 指出 ,对 于 Cauchy 问题 (7. 1. 3) 来 说 ,并 不 可 能 
出 现 解 本 身 及 其 一 阶 导 数 有 界 , 丽 高 阶 导 数 趋 于 无 穷 的 情形 . 以 二 
阶 导数 为 例 ,车 对 方程 (7. 1. 3) 再 求 一 次 导数 ,可 得 


a u 


TH TG) S + Sf" uuu. = — f? (uut. 


(7.1. 5) 


显 见 ,这 是 一 个 关于 wz 的 一 阶 线性 方程 , 若 x、zax 有 界 , 则 所 有 系 
数 以 及 右 端 项 都 是 有 界 的 ,于 是 ,只 要 wx 在 初始 时 刻 有 界 , 它 在 有 
限时 间 内 就 不 会 趋 于 无 穷 . 

以 上 的 讨论 虽然 只 是 对 一 阶 非 线性 方程 进行 的 ,但 人 们 预期 ， 
对 高 阶 方程 来 说 ,使 光滑 解 破裂 的 机 制 也 是 这 两 种 . 车 方程 为 m 
阶 , 则 常 微机 制 对 应 于 解 的 低 于 普 阶 的 导数 趋 于 无 穷 ; 相 应 地 , 几 
何 机 制 对 应 于 解 的 所 有 低 阶 导数 有 界 , 而 m 阶 导数 趋 于 无 穷 . 在 
本 章 中 ,我 们 更 感 兴趣 于 讨论 光滑 解 破 裂 的 几何 机 制 ,特别 是 在 光 
滑 解 破裂 后 ,如 何 从 破裂 点 开始 构造 该 方程 含 奇 性 的 解 . 
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二 、 激 波 的 构造 

前 面 的 讨论 说 明了 问题 (7. 1. 3) 的 光滑 解 从 (1" ,x') 开 始 破 
型, 然而 还 可 进一步 指出 ,从 (2* ,zx ) 点 开始 将 产生 一 个 激 波 ,上 且 
随 着 时 间 : 的 增加 , 激 波 的 强度 也 从 零 开始 而 逐步 增强 . 下 面 就 构 
造 一 个 解 w(t，z), 它 在 t <t 时 为 C' SEL C 时 ,z 在 曲线 
Lixz=stt) 的 两 侧 仍 连续 ,但 在 LK 上 有 间断 ,并 满足 Hugoniot 条 
件 , 而 曲线 工 的 起 点 就 是 (1:" nO. 以 下 先 叙 述 解 的 构造 过 程 , 然 
后 再 写 出 解 的 存在 性 定理 ,并 给 出 严格 的 证 明 ， 

简 记 e(y) = F Carly), 以 特征 线 与 zz 轴 的 交点 y 为 参数 ， 
则 特征 线 族 可 表示 为 


x=ytigcy). (7. 1. 6) 
记过 (z, 2) AER x 轴 的 交点 为 y(t， z) WA 
x= yt, ze) + try, x2). (7.1.7) 


易 见 ,在 t FES DAT yG, x BY DA eh Ka RRE BME — eig ATT [6] 


r 


题 (7. 1. 3) 在 i 充分 小 时 的 解 为 
u(t, x) = uolylt, x)). (7.1.8) 


3i g' Cy) <0, 在 上 增 大 时 特征 线 族 (7.1.6) 可 以 形成 包 络 . 包 络 线 
的 方程 由 (7. 1. 6) 联 立 


143-£g'(y) 一 0 (7.1.9) 
而 决定 .由 (7.1.9) 知 上 一 一 ao 故 包 络 线 与 相应 特征 线 的 切 点 


——l ,,— g0) mE. " 
为 | 一 0)' 7 Foy) HEC DG MRT URR 
点 , 由 于 在 此 要 集中 讨论 在 激 波 生成 点 附近 解 的 局 部 构造 , 故 假设 


包 络 仅 含 一 个 尖 点 ,也 即 假定 存在 某 个 yos fi 
Cy 一 yog"CGy) > 0. (7.1.10) 


易 见 ,在 条 件 (7. 1. 10) F,— 5t f yo 点 取 极 小 值 ,相应 地 , 记 
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te = yp H 6g Cs Uor x) 就 是 包 络 D HRA. 

当 : 放 时 ,方程 (7.1.9) 有 两 个 根 , 分 别 记 为 y= 二 3- 0) 与 
y 二) GL. G) « y» « 9. GO. 相应 地 ,也 的 两 支 分 别 为 (i， 
ri.Q)), HB oru 0) — 34 02 o- tg OR GO. POSH EXC 
WHG: tr, GQ) rex 00.1). EG 外 与 每 个 (t,xz) 所 对 
应 的 特征 线 是 唯一 的 ,从 而 解 x(:，xz) 仍 然 可 以 用 (7. 1. 8) 表 示 . 可 
是 对 于 G 中 的 点 来 说 ,由 于 作为 等 式 (7. 1. 6 的 求 导 所 得 的 
C. 1. DEAT BEDA CIL 1.6) 有 三 个 很 ; y E, 0D 之 y(t, x) 
<y @, r), 这 就 是 说 ,G 中 每 一 点 人 ，z) 都 被 特征 线 扫 过 三 次 ， 
故 在 G 中 的 解 不 能 再 用 (7. 1. 8) 来 表示 . 事实 上 ,从 G 的 角 点 将 出 
现 一 个 激 波 . CHG 中 延伸 , 且 强 度 不 断 增 加 . 

id 

U= (tz re > x, OD}. 


N= (tSt,xr<r_@}, 
则 在 2. Pay. BE 
Uy 《zy r) = ugC y, a. r2). 


BMus C OECS 0.0 0. EAE ML. EC ETE DIT 
程 的 初 值 问题 ; 


| _ fu, Gi $@))) — Fu. (2, d$) 


于 十 (t, $(t)) 一 H. (t, $)) 
$,) = Ly. 


(7. 1.11) 


如 果 能 证 明 (7. 1. 11) 在 G PUE PE ARIONE n 0) 去 
$G) « zr. GP, WES 


E G, £), z>); 
ult, x) E 
uw, x), «<i dt), 


那么 ue, z) 就 是 问题 (7. 1. DAR. Ae = $CO 就 是 相应 的 激 
波 .事实 上 ,(7. 1. 11) 就 是 激 波 上 应 该 成 立 的 Rankine-Hugoniot 


(7.1.12) 
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条 件 . 由 于 在 荆 的 两 侧 的 特征 线 是 向 下 的 , 故 炉 条 件 也 是 满足 的 ， 
于 是 ,问题 (7. 1. 3) 的 存在 定理 可 以 表述 为 : 

定理 7.1.1 设 (7.1.3) 中 f(xu) € C^, uly) € C > 4), 
X gy) = (uoly)) 满足 


g Cy) <0, Cy — yg(y) > 0, g" y) > 0, 
ic 


1 
hcc FO)’ Xo = yo 十 &gC y), 


初 值 问 题 (7.1.11) 在 1 之 6 时 有 C! R AE TEC, OO) HIR T. CI. 
相应 地 ,(7. 1. 12) 就 是 问题 (7. 1. 3 B9 S8 f. 
为 简化 定理 7.1. 1 的 证 明 中 的 计算 ,不 妨 设 
yo = £00) = 0, g' (y) —— 1, g? (y) = 6, 

(7.1.13) 

这 时 ,条 件 (7. 1. 100 BN ye”《y) > 0, 由 (7. 1. 13》 易 得 上 = 一 1. 

x, = 0. 记 z 一 上 一 i, 则 问题 就 是 在 (0, a2 — (0. 0) 的 邻 域 中 构 

造 解 .以 下 的 想法 是 先 将 (7. 1. 11) 右 端的 函数 


下 (pofy+ C, 2) — fGaCy.. Gt, x2) 


Flt, z) = us Cy. (t, r)) — Uy Cy. (t, x)) 


MER SEE — Fa, $0) ARE $C.) = 0 的 解 , 且 


解 曲 线 zx = $0 落 在 G 中 .为 此 ,下 面 道 过 证 明 几 个 引 理 来 实现 
这 一 点 . 


引 理 7.1.1 7A T C^ RR. Ee = 0 的 邻 域 中 ,有 估 
计 


3+ 一 士 "E FEE" "us (7.1.14) 


E H3 只 需 讨论 7. , Ze 就 够 了 , Yt > ty 时 ,显然 有 7.€ 
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Co! 为 讨论 e = 0 处 的 可 微 性 ,注意 到 &f D — £0) — 1— T. 
利用 g"(0) = 0, 可 得 


i 1 
pfe (ona — 68 = 1 — 1. 
id 
1 1/2 f 
EA (3) -—-— -— 
h.n =a fe (ona — 640) E 
则 ?+ CO WEE ACG, 0 = 0. FHF ACO, 0) = 0, 3,A(0, 00 = 


43, ii s fog ee Co,” 并 得 (7. 1. 14) 中 的 第 一 个 
估计 式 . 又 由 于 


xa C) = 7, E) + tge, C) 
-— t(gQ(Qu (5) ER ga. C) G), 
ME = 0 的 邻 域 中 


gO GD — 2, GOD. (0 一 一 58 (OM, ()» + OC) 


=— 20. G) ++ O), 


从 而 可 得 关于 x+ OM HHO 
注意 ,在 OL 0.9 00 中 1 十 tg'(y) <0, WEN 


Fit, 2, p=y+tigly) —-x=0 
所 决定 的 函数 yt, A 


Pg mT F, -— F > 0, 
所 以 yi, z) 是 工 的 单调 增 函 数 . 现 导入 以 下 的 记号 :， 
y- (t, z4 (GO). Errar, 0; 


y- (ft; z) = y- (t, 2), E x. (Tz t}; 
7- (t), Ax > x (t). 
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y. G, z4 Q0, Norm. 0 
% GG, D=<9¥, t, D, Baz, D XrIzzr.o0» 
7, OO, Xx Lax, t), 


则 p EEE tD n PRHEBBM AEC H y= y KF 
?+ G2 , y 人) 等 的 位 置 间 的 关系 可 见 图 7. 1. 1. 


引 理 7.1.2 (D 有 如 下 估计 成 立 : 
(t, xX) = O(V T); 


(7. 1.15) 
y+ 0G, x) = Ol Sr). 
(2) 存在 C > 0, 使 得 
ap (t, xz) 十 y4 G, c) 之 一 C. |x}. (7.1.16) 


证 明 BT 
05% RY G x) X y, ,x (00), 


故 若 能 对 z = y. (t,x_ (0) 建立 估计 z= OC VT), (7.1.15) 就 
BE. 注意 ,z 满足 
z + tglz) = x. (1) = 97_ G) t tg- a), 
1+ te’ (1)) = 0, 
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所 以 
Elz) — ga- u) = G yg (tg Q- 0G). 


利用 Taylor 展开 ,有 
g'q. GD--G-—73. GG») 
x fa — 8y'g? (3. 0) + OG — 3. (O08 = 0, 
: BP 2"O E) = 69. (OO +O). 而 在 io 点 ,有 
fa — 0g? (Qj. ( + Oe — 9. Ed ~ 2, 
Ad z—3.G)-—32. (OO, SÍBC. 1.15). 
为 证 (7. 1. 16) ,只 需 证 明 
3.00) +5 G, O = Ote: (7.1.17) 
事实 上 ,由 (7.1. IDFA y+ 5 HF ce HAS RAH. 
BP ay 4: C7. 1. 160. i3 £4 (0) = y. 0, 0, WERE 
OH 6 +O = E(eg (0) + tefa — 87g (86)0) , 
于 是 


e, = + 1 er , 
:| a — 8y!g'? (f£, dd 


WA~ Vr.HÉ.GO +E W =0@.0 


、 of GG) — Flay) 
id a. y) = gyn E 则 问题 (7. 3. 11) 也 可 
写成 


? (2) = aly, (t, à$0)), y= (t, $00))5; 
(7.1.18) 


$0.) Lx 0. 
5]8 7.1.3. alc, PES RH C 函数 ,关于 x 为 单调 减少 ， 


$7.1 单个 方程 的 情形 217 
且 满 足 


alz, y) =— EG y) +O», (7.1.19) 
H bl, y) = OC2? + y». 


WEB] alr, y) 的 有 和 界 性 与 正则 性 是 显然 的 . 由 于 al PX 
Fz. y 有 对 称 性 , 且 


aly, y) = f' (u(y) = g(y) =— y+ OCyD, 
故 它 可 写成 ， 


argu IG + y) +52, y), (7.1.20 
EP bG, y) = OG? + >’). 又 将 aG, PRR: 
alz, y) = ] Guo Cr) + 0s Cy) — u(x) dé. 
关于 变量 > 求 导 ,有 
da(r, y) -[a-o6w (Tf Ga G2 2-8 Go Cy) — 22240. 


BUE f’ > 0, az <0, Kea, y «0, Aii ar, PHF x 
单调 下 降 的 . 口 
引 理 7.1.4 问题 (7.1.18) 有 解 
PEC Qs, +00) MC Clos +00)), 
$G —0CG—4,2), 
并 满足 
By (t) « $QG) x. (D), Ft > to. (7. 1.21) 
证 明 REA. 1. 18) 而 考察 问题 
oe = aly, (2, $00), F- E, $0005; 


eer (7. 1. 22) 
o4 FU, 
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ATA BK (£, zr) 一 acpy G, x2, y- (4, x)) 为 连续 有 界 , 故 由 
Piano 定理 知 ,该 问题 至 少 有 一 个 CCLt，ce)) 解 . 进而 还 有 

d zy 
dz (UO > = 2200! (D) 


= 2aly, E, PAJ), y Ce, 90000. (7.1.23) 
利用 (7. 1. 20), 上 式 还 可 以 写成 


2 (4a) =— $y (ts, $600) + y- E, $00» 


+ OCD). 
很 据 引 理 7.1. 2 Bn 2 Ze & A 


4 o0 x Crlgl, 
积分 后 可 得 
Ise) | x Se, 
于 是 ,利用 引 理 7. 1.1 中 对 T OM Hit. EA & > bas 使 得 


YEG,, 五? 中， 
re) LPE) Lr E) 


成 立 . 此 外 ,利用 alr, y) 关于 x 的 单调 性 ,有 
acy, t, x GO, Y- G, x (00) 
= aly, G, x- @)), 7- CO) 
= a(OL (t), 7- 00 =e 0) — x' CQ). 
同样 可 以 证 明 
T(t) «aG, G, x, E), ŞE, x QD. 


所 以 ,曲线 zx = $C) 决 不 可 能 与 曲线 > 一 xà (0) 相交 , 故 (7.1. 2D 
成 立 . 由 此 又 有 


alt, $00), y- GC, PED aly. ty 4), y G, &KGDD. 
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所 以 函数 $(2) 也 满足 (7. 1. 18), 且 由 于 yX C^ BR, OWE 
CEM ,JEFLISHSECT. 1. 18) 的 解 为 叭 一 的 ， 

如 前 面 所 说 , 当 得 到 了 问题 (7. 1. 11) 在 区 域 G 中 的 解 $CO 以 
后 ,就 可 用 (7.,1.12) 定 义 问题 (7. 1. 32 B9 88 AE PEEL SE BE 7. 1. 1 也 
就 相应 地 得 到 了 证 明 . 口 

三 、 激 波 生 成 点 邻 域 中 解 的 估计 

以 下 建立 在 激 波 生成 点 《t。，x。o) 邻 域 中 解 的 精细 估计 , 它 不 仅 
有 助 于 我 们 了 解 在 激 波 生成 点 附近 解 的 性 质 , 也 是 以 后 讨论 更 复 
杂 情 形 的 基础 . 

首先 讨论 ye, DEG xo) 邻 域 中 的 估计 , 令 


T 


s= y TAS p=, v = (Fz), (7,1. 24) 


则 有 如 下 引 理 : 
引 理 7. 1.5 
(4) 
yes aq i 一 8 rue +O? +52), (7.1. 25) 
£v zy. 2v. (7. 1. 26) 


证 明 ya z) 均 满足 (7.1.6) 式 , 现 记 


a= f a 3 OV <> (6y)d6 — 1, 
WA ECM, ACO) — 0. 利用 函数 g(y) 的 各 阶 导数 在 零点 的 性 质 ， 
可 有 


ay) —— y+ y Aly) 十 1)， 
sk CT. 1. 60 B[I 


yti y cy! hy) =z. 
EA CT. 1. 244€ A, ,得 到 
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F(s, À, p) 2 Qo b 048 — p 01497) whGw)-—A 
= 0. (7.1. 27) 


在 (s, à) 一 《0， 0) 时 ,上 式 有 三 个 根 : #-=— 1, p=], A5. 
BF a FCO, 0, a) = 2, ÜBER ACE XE YG i REOS s A 的 
C^ 5pg t. 因此 ,可 以 将 es BRK 1 teas + 644+ OG? + 4), 而 且 


ene EATER: Ex 
a = p, = jt 2 4 À (0) = 15g C), 
F, 1 
pel Manik 2 
故 得 (7.1. 25) 式 . 


以 下 证 明 (7.1 260 ,不 妨 仅 讨论 y Iri. 记 


T X 
T= X=5, y=2, 


则 (7. 1. 27? 又 可 写成 
FG, T, X, Y) 二 和 十 TY 一 (十 rz)73(Cor) 4-1) 
=0, (7. 1. 28) 

在 此 需 说 明 , 在 w 充 分 小 时 ,由 (7. 1. 28) 所 决定 的 Y 在 
[5. $ 中 . 为 此 ,只 需 说 明 在 上 = 0 时 ,由 《7.1. 20 BER ÉS Y 9A 
在 4, $) 中 , 当 v = ORY, C7. 1. 28ER 

FY) =Y — TY — X =0. (7. 1. 29) 
BRT + Xt = 1 HT 4+ XI. 由 于 

F,(0) <0, F,'(0) + F(0 ——T—X«0, 


BEY 充分 小 时 ,FF, 为 负 ,从 而 FIO) = 0 至少 有 一 正 根 Y,. 但 由 
于 了 取 充 分 小 正 数 时 FO) < 0,808 Fo(Y) = 0 的 正 根 个 数 大 
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于 1; 正 根 个 数 就 必 为 3. 这 样 , Fo (Y) = 0 将 有 两 个 正 根 . 注意 ， 
Fo = 3Y? — T, 它 的 根 必 为 一 正 一 负 . 这 个 矛盾 说 明 FLY) = 0 
的 正 根 只 能 是 唯一 的 . 

建立 了 上 述 正 根 唯一 性 的 事实 ,就 可 以 采取 以 下 简单 的 办 法 
来 估计 正 根 的 界 . 由 于 


41.64 4 64 4 _ 

m$- ST -X>H-f-1>0, 
4 

WYo< 3. 又 由 
31 27 3 27 3 
F[1]-Z Sr- x< 5g x)«o 


可 知 Yo > 3. 结合 前 面 的 讨论 可 知 , 当 r 取 充分 小 的 正 值 时 ， 


(7.1. 28) 的 根 在 | 4, 3) 中 , 故 (7.1. 25) Ror. OI 
利用 上 述 引 理 ,就 可 得 到 问题 (7. 1. 3) 的 弱 解 在 激 波 生成 点 附 
近 的 估计 . 
定理 7.1.2 lt» xzo) 点 的 邻 域 中 , 弱 解 4t， 工 ) 在 激 波 两 侧 
均 有 以 下 估计 成 立 ， 
lult, x) = t (tos Zo) | <= CCE = ty)? + (x — TPV, 
|3 ult, x)| < CE — t + G — aD, 
(7. 1. 30) 
[9.u, x)| SOME — S) + G -— zS, 
la ult, x) |< CC — 82? + Gr — x?) V5. 
证 明 E, xo) 的 邻 域 中 ,w(t, D.N. IDEM. 4 r> 
$G) BY, 
lu, x) — ulta zy) | = FACH G,x)) 一 Uy (yy (fo, Xo)) | 
< Cal y+ G, x), 


AX HB C7. 1. 27) BIG CT. 1. 30) 的 第 一 式 . 为 得 到 解 的 导数 的 估计 , 先 
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OEC y (it，z) 的 导数 的 估计 , 易 见 


1 


1 +g Cy E, DY (7.1.31) 


Jy., T) = 


根据 对 gCy) 所 作 的 假定 , 知 
ligu ts x) — 1 iC- 1 t 3 G2 
POG eub 
= 3y% (t, T) — r+ OU + z?) 


> P42) — 2. (7.1.32) 
对 充分 小 的 r,* 有 


334 G, x) — TI tc + xy — toe 十 eye, 
所 以 
la2,Quo Cy, G D) EA us’ | 8 18 y, G, x] 


«CC Max, (7.1. 33) 
同样 地 ,由 于 


gly E, 2) 
ays Cr 2) 77 T Y qa Cy, Us z)’ 


并 利用 (7. 1. 250/81 


[gCy+ (t, z))| xCly. CQ, xz) «C SEs 
从 而 可 得 (7. 1. 27) 的 第 三 式 . 最 后 ,关于 二 阶 导数 的 估计 有 


|3 tol ya s x2] uO vy, (ty x20? | + du C9 Luys G5 x))| 
Cr 4 xty 十 Li 
= ( 


1-4 tg'» ). 
对 于 该 等 式 右 端 第 二 项 ,又 可 利用 g0) = 0 以 及 (7.1.31)、 
(7. 1. 32) 得 到 
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tg" ey 
(1+ tg!» 


于 是 可 得 (7.1. 30) 的 第 四 式 . 口 


See 十 22) S, 


$7.2 2 X 2 方程 组 的 情形 


氢 线性 方程 组 的 激 波 生成 问题 更 比 单 个 方程 的 情形 复杂 得 
多 . 下面 仅 在 上 节 所 获得 结果 的 基础 上 ,讨论 一 个 2 X 2 平面 无 旋 
流 方程 组 的 激 波 生成 ,由 于 在 激 波 生成 的 初期 ,其 强度 很 弱 . 这 时 ， 
平面 无 旋 流 方程 组 是 Euler 气体 动力 学 方程 组 的 很 好 的 近似 , 故 
这 里 所 获得 的 激 波 也 正 是 真实 物理 过 程 所 生成 的 激 波 合适 的 描 
述 . 本 节 中 所 涉及 的 关于 气体 动力 学 方程 组 的 基本 知识 可 参见 文 
献 L[57] 和 [125]. 

一 、 问 题 的 背景 与 结论 

平面 无 旋 流 的 方程 组 为 


(e — u^)u, — uulu, + v.) + (a? — vv, = 0; 
ty — Urs 
(7.2.1) 


其 中 (wu, v) 表 示 气 体 速度 ,a 为 音速 , 它 与 密度 p 的 关系 为 a 一 
Co) Hop Y 为 绝热 指数 .a, u, v 之 间 满 足 Bernoulli 关系 式 


la) envy 一 常数 
2 v Y= * (7. 2.2) 


方程 (7. 2. 1) 的 推导 可 参见 文献 [57]. 

今 假定 有 一 均匀 气流 来 自 无 穷 远 处 ,在 二 < 0 时 流动 方向 与 
位 于 x 轴 的 固 壁 平行 ,气流 速度 为 超 音 速 , 即 (4, v) = (go，0) ,其 
中 go > ao. 设 气流 位 于 闫 壁 的 上 方 ,而 闫 壁 从 2 — 0 点 起 向 上 村 
曲 , 则 气流 由 于 受到 挤 压 而 形成 压缩 的 单 波 . 当 压 缩 的 强度 不 断 增 
大 ,最 终 就 会 有 激 波 产生 . 
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作为 方程 (7. 2. DB SS G v), 它 在 解 的 光滑 区 域 中 自然 满 

足 (7.2.1), 若 解 在 某 个 曲线 和 卫 上 有 闻 断 ,以 [。] 记 在 括号 中 相应 

量 的 间断 ,以 g 记 荆 上 的 点 的 斜率 , 则 在 激 波 上 应 满足 的 激 波 关 
系 为 : 

[zj]+ofvl=0, ofpu] — [pv] = 0. (7.2. 3) 


TA. ETRE A Ga, Vos bo) 相 连接 的 状态 (x， Vs 让 必须 满足 


(pu = Potto) (u EA up) + (pu = Pov) Co TT Ug? = 0. 
(7. 2. 4) 


利用 变量 8 二 arctan(v/u) 和 9 = Ve? + vi, (7.2,4) 也 可 写成 


gs. PYF ew 
cos(@ — 4) = (0-F Pane’ (7.2. 5) 


JEFE ER BR GE. 
在 此 先 用 特征 线 法 来 构造 连续 的 压缩 单 波 . C7. 2. 1) 的 特征 广 

向 为 
noia EP 


wt cg 


(7. 2. 6) 


ii GC. 2. 10 f5 Riemann PERH rlu, OM slu, v) ,它们 的 具体 表 
示 式 为 


r—8-FGQN s=0— FQ), 
其 中 下 (9) = | 33 dg. 若 用 Riemann 不 变量 替换 原 方程 组 
《7.2.1) 中 的 (x, v), 则 方程 组 可 化 成 

as as 

ax 十 Ay ay = Ds 


5 (7. 2. 8) 
r ar 
age P 


它 说 明了 > 与 分别 在 第 一 族人 4- ) 与 第 二 族 ( ) 特 征 线 上 为 常数 . 
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在 前 面 所 作 的 气流 来 自 左 方 且 位 于 固 芯 上 方 的 假定 下 ,在 光 清 解 
存在 的 区 域 中 的 每 一 点 都 可 作 一 条 第 一 族 特 征 线 通 往 z 过 0 的 区 
域 ,所 以 ,在 整个 区 域 中 7 三 常数 , 第 二 族 特征 线 均 为 直线 . 于 是 ， 
在 光滑 解 的 区 域 中 ,在 每 条 第 二 族 特征 线 上 u, v 均 取 常 值 , 这 样 
的 解 称 为 第 二 类 单 波 . 整个 单 波 区 域 在 映射 


T : x, y) > Cu, v) = (ult, y), vlz, y2) 
下 的 象 为 (x，z) 平 面 上 的 外 摆 线 : 
i = a, (cosui(o — w, Jcosw + po 'sinjs(o — w, sine); 


v — a, (cosu(mo — w, )sinw — gi singlw — w, )cosw), 
(7.2.9) 
Juba [TR] a Ra. 与 o. Polo. 

设 固 壁 的 方程 为 y = f(z), 它 是 充分 光滑 的 ,在 z< 0 时 为 
= fer > On P(e) >0, Ma) >0, CRAKE BLM. rh 
于 在 固 壁 表面 气流 的 方向 必须 与 图 壁 平 行 , 故 对 任意 的 五 之 0, 在 
《f(z)) 的 速度 方向 为 w : v — 1: P CO. 于 是 参数 o 与 地 的 关 
系 可 由 


faG = (cospylw — w. sinw — p'singlw — w, )cosw) 
(cos p(w — w, cose + u^ 'sing(w — w, )sinw) 


所 决定 . 由 简单 的 计算 可 知 , 上 式 右 端 关于 o 的 导数 大 于 零 , 故 由 
Fcc) > 0 的 假定 知 FET PR. 在 (z，y?) 平 面 上 与 参数 o 
相对 应 的 特征 线 为 


z = 7 + ź cos 


w 一 F| z+ sino); 


y= fG)-Ft sin[ w 一 2] (= f(T) — t cose), 


(7. 2. 10) 
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BR E rn x. WAWE x. > x,, 则 它们 所 对 应 的 特征 线 的 斜率 
WIR tan, — 5) > tan| s 一 5] ,所 以 这 两 条 特征 线 必 在 上 半 
平面 的 某 一 点 PP 相交 ,从 而 由 解 在 第 二 族 特征 线 上 取 常 信和 的 性质 
知 ,光滑 解 的 定义 域 不 可 能 延 拓 到 P 点 ,在 此 以 前 解 必定 会 破裂 ， 

与 $7.1 中 所 作 的 相仿 ,我 们 也 通过 作 特 征 线 包 络 的 方法 来 
决定 激 波 的 生成 点 , 特征 线 族 (7. 2. 8) 的 包 络 方程 为 


Ja 
á= = 0. (7.2.14) 
Ye M 


$0.2. 10 A C7. 2. 11) WES 


A = cose — tw! + f'sine, 


BibL e 848 EA c — 2, C sino + cose). 以 z 为 参数 所 写 出 的 包 络 
方程 为 


工 二 不 一 Psinw + cosw)sinw; 
(7.2.12) 
y= f@+ 1 (f sine + cose)cose, 


TE EXER — RA m o. o! KU TH BRA, EAS BIA ie Oy 
h Gr) , Wü 34 
A' (FA) = 0, A) 0 

在 某 点 了 二 去 成 立时 , 包 络 上 点 的 x 坐标 取 极 小 信 zo. TY 
得 到 包 络 的 尖 点 Gro, yo). 

在 本 节 中 将 证 明 的 基本 结论 为 如 下 定理 : 

定理 7.2.1 fo) MR ATA RE, ERR (x > 0, y> 
f G2) 中 方程 (7. 2. 1) 的 第 二 类 特征 线形 成 尖 点 在 C(x。，yo) 的 包 
络 , 则 在 (zx。， v 894834 Q 中 存在 (7. 2. DRE, CRA É Gn, 
yo) 发 出 的 激 波 醋 ; y = $(x), 解 (u,v) 在 NT" 上 连续 , 且 有 如 下 
的 估计 : 
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lx) = yo + ala — x4) + OCGC — ta) Y; 


r(x, y) = Or — z)” ); 
(7.2.13) 
sr, y) = s(xy, y) FOC — 2) 


+ Cy —Á fs er = Ep 


其 中 a 是 过 尖 点 (xo， vo) 的 第 二 族 特征 线 的 斜率 . 

如 前 所 述 ,我 们 所 讨论 的 问题 在 x < zo 时 的 解 是 一 个 单 波 ， 
它 在 每 条 对 应 于 参数 的 特征 线 (7. 2. 12) 上 (u,v) 取 常 值 ,这 个 
常 值 由 (7. 2. 9) 决 定 ,在 zx > ze 时 , 解 有 奇 性 ,我 们 采用 选 代 法 来 
ALG. RARE: ER ro, PARR BRERA. 2. 8 (058 
一 式 就 得 到 仅 含 s TER AH s E r< ro SA RS Gn, 
y). 然后 ,递归 地 利用 (7. 2. 3) 决 定 激 波 的 位 置 ,通过 沿 特征 线 的 
积分 决定 激 波 两 侧 r O, yo. s? Cr, y) A TET ELA’, 
59?  VAFE PEE AR Re FER TT ERY AR, 28 MR REI — 2b ROK E 
ft (7. 2.1) 带 有 起 始 于 (ze，>) 激 波 的 解 ,需要 证 明 整 个 过 程 中 每 
一 步 的 合理 性 ,以 及 所 建立 的 序列 {r”, s"”} 的 收敛 性 . 下 面 将 逐 
点 证 明之 ， 

=. 第 一 近似 解 的 性 质 

由 于 我 们 主要 关心 的 是 激 波 的 生成 , 故 可 仅仅 限制 在 激 波 生 
成 点 的 邻 域 中 讨论 问题 ,不 妨 设 由 (2 = 0, y > 0} 发 出 的 第 二 族 
特征 线 覆 盖 了 该 点 的 邻 域 , 这 样 , 在 决定 激 波 生成 点 邻 域 中 的 弱 解 
时 ,只 需 考 虑 有关 方程 的 初 值 问题 , 为 了 简化 以 下 的 运算 ,通过 坐 
标 系 的 线性 变换 To, 又 可 将 (ze，>) 取 为 新 坐标 系 的 原点 ,下 使 过 
该 点 的 第 二 族 特 征 线 与 x 轴 相 符 , 不 妨 设 以 后 所 考虑 的 初 值 问题 
中 的 初始 条 件 都 给 定 在 z 一 一 1 上 .此 外 ,还 设 Riemann 不 变量 > 
TE x OM MRA AS. 

按 前 面 所 述 ,第 一 步 是 求 得 sO Ce, y) ,在 连续 可 微 区 域 中 , 它 
应 满足 

3-5lz, y) +À 3 slr, y) =0, (7. 2. 14) 
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s(— 1, y) 一 so(y)， (7.2. 15) 


注意 ,(7. 2. 14? 的 弱 解 所 应 满足 的 激 波 条 件 与 守恒 律 形 式 有 
X. 由 于 方程 (7. 2.14) 可 能 对 应 于 许多 不 同 的 守恒 律 形式 ,而 它们 
所 对 应 的 激 波 条 件 是 各 不 相同 的 . 在 此 自然 应 当 从 中 选取 一 个 ,使 
其 相应 的 激 波 条 件 与 (7. 2. 32 —39 AK UGH FORA, 
则 


q- ofS : ， G' (F(q)) pore agl¢ 2 a?) V, 
X^ 
elu, v) = u — av(q? — a’), 
则 
ed, =v + aul — a?) "2, 
从 而 


e = gcos — aqsinÜ(g? — a!) ^'^ 


sin - ae 
s 2 I, 


r—s 
26 2 


eA, = aqcosü(g? 一 a*)~' + gsing 


一 一 [26( 5] 0s E z| ; 


2 
于 是 ,将 (7. 2.14 FRY e 并 取 r = 0, 就 可 得 


(¢{- $)$) + 


-e- $|eos z = 0, 


2 21, 
(7. 2.16) 
(7. 2. 16) REFER 5" Ge, y) 的 守恒 律 方程 的 形式 . 这 时 , 激 波 条 
件 为 
[26] = S cos 2] 
a : FE (7. 2. 17) 
[26] — 4} sin zi 
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注意 ,在 > 一 0 时 (7. 2.17) 的 分 子 与 分 母 分 别 为 [uj 与 [vj, 它 与 
(7. 2. 3) 是 相符 的 . 

问题 (7. 2.14), C7. 2. 1350 I sO Cr. y) HER TL ALAR 
8 7.1 的 结果 而 得 到 . 为 此 ,将 (7. 2. 14) 化 到 8 7. 1 中 讨论 过 的 标 
准 形状 . 记 


Si. s gb Lus. s 
m - G|- $]sin 5, fon) = 6| 2 cos 2 


由 于 G(s) 和 sin 三 都 是 单调 增长 的 函数 , 故 mw(s) 的 反 函数 及 Gm) 


存在 ,从 而 flm) 一 [e| - $ eos zlua 也 是 有 确切 定义 的 . 子 
是 问题 (7. 2. 14)、(7. 2. 15) 可 写成 


" + (f(m)), = 0; 
m(— l, y) = mss Cy). 


(7.2.18) 


应 用 定理 7. 1. 1 和 定理 7.1. 2 就 可 得 到 mr, 30 SI y = plr) 
的 存在 性 与 其 估计 . 相应 地 ,估计 (7. 1. 22S T. s" Gn, y) 也 是 成 
立 的 . 

在 以 后 的 迭代 过 程 中 ,为 了 避免 激 波 位 置 移动 所 带 来 的 麻烦 ， 
在 这 里 再 作 坐 标 变换 将 激 波 固定 在 c fh E. Pal LESE v 2p XR 
过 程 中 , 激 波 方程 为 y = "GO, z 之 0, 则 这 个 变换 就 是 

P — $9 (zx), 4x20; 
EV ;zx =z, y= 
ys 车 =] < x < Q. 

id 


a” -— 


ke 若 z 0; 
0, É — ]1xxzx oO. 


标 变量 ) s Gn, y) 满 足 
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9s (x, y) AL — a9 8 ,s (x, y) = 0; 
(7. 2. 19) 


s(— 1, y) = s CD. 


由 于 以 后 所 作 的 估计 大 多 要 通过 沿 特征 线 积分 的 方法 得 出 
来 ,因此 ,首先 需要 了 解 特 征 线 的 走 EA y = ylz, a, b) id 
(7. 2. 19) id Ca , b) EAL fE HL PER IPE b E 0 的 特征 
PRIA y — 92. Gr a. b). EU FATEH. iE = 9€ — 1, a. b), 
z+(a， b) 相当 于 上 节 中 引入 的 yu. r). i gle) =A, GOD, Bf 
面 引入 的 变换 T. 已 说 明了 eco = g"(0) = 0, g'(0) —— 1. 此 
外 ,为 简化 计算 , 仍 设 e (0 — — 6 (此 条 件 不 满足 时 ,只 需 在 以 
下 的 估计 中 添 入 一 定 的 常数 因子 ). 

引 理 7.2. 1 在 原点 邻 域 中 , (7.2.19) 的 特征 线 向 左 延伸 不 
会 与 轴 相 交 , 对 于 特征 线 上 的 点 有 估计 


+4400, a,b) = Ja + O(a) +O Cli), (7.2. 20) 
+ (J+ (z, a, b) — b) = Vala— x) +O (lAl (a — 2) 
+ Ofala — x)), (7.2.21) 
EH OO 表示 不 超过 OC ||" ATER. 
证 明 ER 56 > 0 的 情形 :由 ?了 的 定义 知 
RCT, a, b) + $0) = 9 (rt Deh), (7.2.22) 
R2 =a 
b+ fla) = e. + le 十 De), 
所 以 
b — A(x, a, b) = $(x) — pla) + (a — Del). 


H 902) = O(a") A P(x) — $a) = O(ata — x)», 从 而 根据 g 在 
原点 的 导数 值 ,可 得 下 式 


6 一 We, a, b) 一 一 Hla — r) 
HOla — x) + ala — x). (7.2.23) 
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XA 
Yo 一 zla, b) = za, o+ baz, (a, 6b), 0 € (0, 1), 


故 由 上 节 中 关于 yc. ays ( 即 这 里 的 z+、asz+ ) 的 估计 (7. 1. 25), 
(7. 1. 31) 可 知 


h = ai^ + p 5p (a3 + b) + Ola) 
= gift + ch? + O(a), 


其 中 < 为 有 界 正 数 , 这 就 是 (7. 2. 20). 再 将 此 式 代 入 (7. 2. 23), 就 
得 到 (7. 2. 21). O 


引 理 7.2.2 I= | C- Au + s Gs We, a, b))dz, 
则 该 积分 的 被 积 函数 是 正 的 , 且 有 估计 为 


UI Ela S 4C Va. (7.2. 24) 


证 明 由 于 s** 沿 着 特征 线 是 常数 , 故 
s(x, 7(r,a,5)) = sOC— 1, 76) = sS OR, 
从 而 有 
2,5) Gr, Br, a, b)) * 5 — sí CN * po. 
Ei C7. 2. 22080 9, = Va + (24+ Dg (90)) ,所 以 


so Gh) 


as (Gr, B(x, a, 5) = I+ G-DgzG' 
0 


As; + sf = OA, (s) x, 7x, a, 5)))) * 9»! 


= g' Gh) 

l4 O-c»sGj 
由 g’ 的 性 质 知 ,该 分 式 恒 小 于 零 , 故 得 引 理 第 一 部 分 的 结论 . 进而 
有 


= g Gh) * Goa T! 


MH|-— fia. “s(x, 7G, a, b))dx 
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EUM a g Oy) 
~ Jol tat Dr 


1+ Gcr a)g’ h) 


Bando 5 


jd 9. = 4(— 1, a, 0), FES > OFF By > Yo JA TIG e CH > 2’ Jo), 
并 有 


leg (mh) < mlU ag C) 
1+ a C) 1+ g h) 


BC.1.12250 7, = Va +0la), B 


1+ (一 1 十 | 一 1+ $e) 35 + O(a") 


3a + Ola’), 


1+ a+ Dg a = 1+ @+1)(—1+4 3a+ O(a*)) 
= 2a + O(a?*), 


ji id + adg' Oh) 
lcg 


Sc 20 十 Oo))]， 
于 是 得 到 
I Xln S C V0.0 


注 Eilr, a, b) EWER 
lEz, a, b) — 9(x. a, b)| S Cala — zr) (7.2.25) 
的 函数 , 则 有 下 式 成 立 ， 
Fa, ^s). E(x, a, bd <mn +Cva. 


(7. 2. 26) 
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此 证 明 留 给 读者 . 
引 理 7.2.3 若 a>>0. 目 ea、15| 充 分 小 , 则 在 特征 线 y = 
(c.a, 0 上 ,有 


Ly mda + 6). (7.2. 27) 
证 明 i b> 0, 由 (7.2.21) 知 
ax, a, b) — b= V a (a — x) +Olala— x)) 
+ Ol(b' (a — x», 

4b = 0 时 ,得 

z, a, 0) V'a (a — x) --O(a(a — r)), 
故 存在 常数 C, 使 得 

W(x, a,b) —b> Yr, a, 0) — Cala — x), 
从 而 在 a 充分 小 时 有 


7, a,b) ze X. Va (a — x), 
由 此 得 
sp mia z +2. 


由 于 函数 ata 一 ZX 十 x 在 x 二 > 时 取 被 小 , 故 


3 
16 
在 构造 r(x，y) 的 近似 r”(z，y) 时 ,要 沿 第 一 族 特征 线 对 相 
应 的 近似 方程 进行 积分 . 因为 第 一 族 特征 线 要 穿越 激 波 ,所 以 对 激 
i bis PRE ZK E 48 TED AE C 
9|18 7.2.4 40. Fo) 如 (7.2.7) 中 所 定义 , 则 有 


a+ yet a! z iG 十 的 ). 口 
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[8] = kF], (7. 2. 28) 
其 中 上 是 8_ ，9+，9-，9+ 的 光 请 函数 , 它 在 [gj] 赵 于 零 时 以 一 1 为 
极限 . 
证 明 由 《7. 2.5) 有 
a (p+ gte- y 
sine] a F pags a 
(qi, — q* Cp, (q+— q*) ta (Qi — pe» 
(Cp, + p 0g. q. X 


Lo Geta Yt (Qi — pf IG - 4-9 
(p+ pq qt. 


[2 z 
x Fa J 5 


EAPO) 的 系数 在 [gj] 一 0 时 趋 于 1, 事 实 上 ,这 个 系数 的 极 
限 是 


dp! d 
EET NN. 
Ag UG Q» — pg Ca) 
而 由 Bernoulli 关系 可 得 


qdq 十 Yo 一 :dp = 0, 


故 £ = 一 pg/a?, 从 而 


d 
GL poa 
PPF (q* pig’? — at) qt 7 
再 利用 sin[0]— [6], PDB BE H5 C7. 2. 28 fF Ss E n [e E ele] 
趋 于 零 时 以 1 ARM. 又 注意 到 [外 与 [g] 异 号 ,而 [q] 与 [F(q)] 同 
号 MLS TF IRS. Are Lg ]}+o 时 &— —]. ðO 
5318 7.2.5 FEH br = 0, W 


r+= f(s,, s Disp, (7.2. 29) 
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其 中 f(s, s ) 为 其 变 元 的 光滑 函数 . 
证 明 由 上 面 的 引 理 知 


[8] = Q HRO, 0. qu a OLF(GD DFla]. (7.2.30) 
将 “十 ”号 与 “一 ”号 互 换 ,可 知 
h(0..0., 9-194) —— hO, 0 ,q+, 9, 
KA dE [0] = [a1 二 0 为 零 , 从 而 上 式 可 写成 


[0] = Q t A[F(GD]OCF G2] 
或 
LOF = (1  A[F(GDJ0LF GO T, 


其 中 hh 和 hs 为 适当 的 光滑 函数 ,并 在 [的 = fte] 0 时 为 零 . 现 将 
rr 一 8 十 Fe)、 = 8 一 Flg) 代入 , 即 得 


[s 十 站 ?一 | 1 十 “Ls =r ile—rF, 
由 于 r- 二 0， 故 有 
r+ (fs 一 r>] 十 + ) 一 aghals r]. (7.2.31) 


T. 


记 z 一 i 则 z 满足 
z(1 十 z) = ELCs — rË. (7. 2. 32) 
由 引 理 7. 2. 4 知 , 当 [g]->0 时 ， 
z—— HO + FOVEO] — 0, 


故 在 解 二 次 方程 (7. 2. 32) 时 , 根 xz 应 选取 为 


z=- 5 +4 1+ thls rF, 
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所 以 有 +. — hls- r}, EH h Er s s RRRA RES 
w=r. /L P, W Es — r] = [s] — wils]. 而 且 由 (7. 2. 31 B/S 

w — hlwls i, s,s.) — ws]? = 0. 
显然 ,上 式 左 端 关于 w 的 导数 在 [sj = 0 时 为 1, 故 利用 隐 函 数 完 
理 知 , 当 [s FEAT w 可 以 被 解 为 ;-、; -的 光滑 函数 . 口 ] 

三 、 近 似 解 序 列 的 建立 与 估计 
有 了 上 面 的 准备 ,就 可 以 来 建立 近似 解 序 列 {r* Ges y), 
s"G, yh RR = A U 0.U 8 作为 这 个 函数 序 记 的 定义 域 , 其 
中 
Q, = (Cr, ys 一 1 二 Xx 之 0， 一 ty Ee), 
a. = {(r, y) OSTAP Syer 
Q. = (le, y.0zruzy,—tc-Lrzyzx0h 
而 7 与 < 是 满足 0 三 7 三 6 的 充分 小 的 数 . 
作为 序列 的 首 项 , 取 r 中 (zx, y) = 0, TU s? Ge, y (7.2.19) 
决定 .对 "全 0 递归 地 定义 07. pU. SD 如 下 : 
[cl ro? 3 = |cos r” + =| 


2 
o» [(2] 
my 
2 


D 4- =| , 
ar Gr, y) 十 (9 — a 6 Gr, y) = 05 


(7. 2. 33) 


sin 


2 


as tOr, y) + (AP — oer) ys tr, y) = 0; 
reD(—]1, y) —0,57'^(—1, y) = sS), 
(7.2. 384) 
其 中 AP = a, (Y, $9. 


LAP ES ÆREN, r”, sO HER BE X, HAF 
Fili Sk. 为 此 ,归纳 证 明 以 下 的 事实 : 
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1) s =s? fg OU Q, m; 
Js” € CQ. NO, 0)); 
FP53) s? Gc, y) — s Gr, y)| < €x, 
4) [ages 3" ee 30| eS C Geh + P), 
PG, y) # (0, 0). 
Ir? =0, Æ R UR 中 ; 
is 2) ro € CNO, 0); 
D [rte 30 | SS Cz 
4) [Ayr Ca, yh S Cx, 


其 中 常数 C 关于 "是 一 致 的 . 显然 ,这 些 事实 在 "一 0 时 成 立 . 现 将 
证 明 : 由 它们 在 指标 为 > 时 成 立 ,可 推 得 指标 为 > 十 1 时 也 成 立 . 
引 理 7.2.6 若 FOR, MM 


jo? — o | < Cz. (7. 2. 35) 
证 明 Fr. OR DO, PH v BHR. 2. 33? 可 以 写 


出 
o = Hr, s) |p s 0° = H(r, s)|, -oso， 
其 中 rte fs 
__ 6 ] 
Hr. s 的 光滑 函数 , 故 


fa? — 6 | SCC [r@ | + 1s? — $05 x Cx. D] 


VÀ y = 9% (x, a, b) 130.2. 352038 — PHE Ga, DATES 
有 如 下 引 理 成 立 : 
引 理 7.2.7 $ FOR, M 
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KET a, 5) 一 7? Cx, a, b)| <S Cala — r). 
(7. 2. 36) 
证 明 H=” la, a, b) 可 得 


b— P(x, a, b) 
7 foe (a, 3? (a, ay 5)) — o° (a) jda. (7. 2.37) 
Abit 2? (x, a, DD ,在 此 引入 另 一 个 迭代 过 程 , 即 暂时 固定 "，, 令 
GG, a, D) = 7?G, a, b), (7. 2. 38) 
La. a, b) 
=b — [AP Ca, Es a, 00) — o (a))da. CT. 2. 39) 
BROG, a, DRE 
sd, ee foe (a, bola, a, D) — o” (a))da, 


从 而 
f(x, as b) ied EO, a, b) 


= fag (a, f, (e, a, b) — AP (a, (a, a, b)))da 
+ [oco — o™ (a))da. 


这 里 要 证 明 & Ge, a, ORRA E O Gr» a, b), PRB 
满足 (7. 2.360 ,为 此 提出 命题 
[i£ G. ay b) — 6G, ay b)| < Cala — x), (7. 2. 40) 
并 先 关于 i 归纳 证 明 这 个 命题 . 
首先 ,(7. 2. 40) 在 i = OB, BRR. MAEM i =n 成立 , 则 
Soles a, b) 一 £a. a, b) 
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i: Fo (a, £) — A® (a, &))de 
$ [oe (a, t) — A9 (a, fda 


+ [oc — a (a))da. (7. 2. 4D 

利用 引 理 7.2.6 以 及 假定 FOR 
lao (a) — o (a) | < Ca, (7. 2.42) 

JAP Ca, En) — AP Ca, &,)| 
SC | VAI Clr Ca, £2] H |s Ca, £20 — s@ Ca, £0 


< Ca, (7. 2. 43) 
另 一 方面 ， 


| [fae (a, CI — X9? Ca, tda 


< fog “sh) a, (Cot 8G. — 6 * G. — bodal. 


由 i 二 时 的 (7.2.40) 知 , Eo + OC, — £O WIE (T. 2.2600 ,于 是 由 
引 理 7.2.2 的 注 可 得 


f AP (a, E) — AW (a, to) da 


x [n$ c fa jala — 2). (7.2.44) 


将 (7. 2.42077 07.2. 442 4RA C7. 2. 41) BB À(7. 2. 40 31 i — n +] 
也 成 立 , 故 命题 (7. 2. 40) 对 一 切 i 成 立 . 
PRUE (£. Co, as DARSE. 事实 上 


[Sua Cx, a, 5) — E.G, a, &) | 


x fray (a, E) — A? Ce, C. da 
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< [9286 Go E a» 
x (Ly — Se da 


< ("loe ay a + OE — S19) de 


X dE (7. 2. 45) 
不 等 式 右 端 的 积分 不 超过 


| law Co, Ge + OG, — Sa) lde 


+ [IAAP 2,39. Gia + OG, — Eai) de 
(7. 2. 46) 
由 引 理 7. 2. 2 (EERIE ALIS 十 C Va 所 控制 . 此 外 ,由 假定 
FOS 
lap AAP | L Late + ats — APS | 
X Ce? + a7), 


故 在 a 充分 小 时 
| [last Cas Gor + OG. — ka-D Ida 
<nd+eV/a <5. 
将 它 代入 (7. 2. 46) 就 可 得 到 序列 {5} 的 压缩 性 : 
la Sellar SH MG — Se Wim 


Mut C, nic. BBR (Gr. 30 AR PRE CT. 2. 37) 的 唯一 解 ,而 估 
YF OI. 2. 36) BT A C7. 2. 400 BAR P (88. C] 
注 将 上 述 引 理 与 47. 2.2 ASA 
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7? (x, a, b) — b = C a (a — x) - O.CIb|3€a — 0» 
+ O(at(a — x)», (7. 2, A7) 


ERM 4a> OW Mia, DREN AHA BE RAE xc = 0 
上 离开 Qa. 这 一 事实 在 估计 sO RES ER. 
引 理 7.2.8 Æ Fm. 


ey oe Gr, er < Cr, (7. 2. 48) 
[e^ eg, (7. 2. 49) 
证 明 elr, y) = GC? — S Jer, y), Wl o RE 
Ag + (AP — aI yw = (— AP -- AP P 一 as, 
jd 3-0, 


(7. 2. 50) 
沿 特征 线 积 分 可 得 


Iv. W|I apt aes e — e) 
X (2,59) (a, a, a, b)) |da, 
利用 假定 FIP, FP 可 知 
JAP AP | Sell VAI z-CI re? lum + dst? — s IP 
zx Ca. 
此 外 ,定理 7.1. 2 JE 
[2,59 (a, Ala, x, y) | SCO? +P) < Ca, 
结合 引 理 7.2.6 即 得 


lu(z, yj < cfa * à !de < Cz. 
id 


FERI OP AY heb FE QQU OQ. ret? — 0 dE R p 
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UI 通过 解 方程 
artO 4 (A9 — o™ a rT? = 6 (7.2.51) 


f —^- $032 f& Ie Be. wa YE x — 0 Er? — 0, y — 0 
上 边界 条 件 可 由 Rankine-Hugoniot 条 件 导出 . Witla, 5) 的 4_ 特 
征 线 的 方程 为 2- i y = 7- (a, a, b), 车 该 特征 线 与 x = 0 交 于 
C, 0) 点 , 则 由 引 理 7.2.5 MEE, 0) 有 


Ie] <C [seth J]. (7. 2. 52) 


另 一 方面 , 引 理 7.2. 1 指出 [5 ] 之 CH”. 与 前 面 已 得 到 的 估计 
《7. 2. 48) 相 结合 , 则 有 


[e+e] < c2, 


将 它 代 入 (7. 2. 52) 即 得 (7. 2. 4DE y = 0 上 成 立 .然后 沿 4_ 特 征 
线 积 分 (7. 2. 51) 可 得 (7. 2. 49) 在 Q_ 中 成 立 , 口 

关于 "与 六 的 导数 佑 计 , 有 如 下 引 理 ， 

引 理 7.2.9 Æ FO Ror, Bu 


las, HD — s(x, y | SCO  y'7, (7.2.53) 
(2a Pe, y)| SC Vz. (7.2.54) 
证 明 iE = 2,G777 — 57), W v HIE 
2.v + AP— oa o = (~ APH AQ 4- 0 — gt ysto 
— a, AP v + 2,(AP AAP., 


(7. 2.55) 
对 上 式 求 积 分 ,得 


vla, b) = [T PHAP H s? — 50 
a 


— AAP v + 9, AP— AP) da, 


FUP TERS S T B BM ;与 ;中 的 变 元 为 (a, 7(a, a, b. 
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利用 定理 7.1.2 和 假定 FO. We 
f<- A? H A+ oo — ays Vda 

< [ice - (a? + P) da 

6 
x Cf'ada Š (a? 十 ps 
o 
S Ca'(a* + BY SCG + 8) Vt, 


i 2, (AP — A? )s' da 
6 


= i; [QPr 十 AME? — AMS) | * [sf Ide 
< imp + APP — s» + AP — ase 
x |st? |da 
< cf [Cad 十 397 4 67V? 4 aa? + $71] 
X Ca? + PF) da 
s cl ada a PRIS Cl bye 
这 样 ,就 建立 了 
lv < f'eta) vlde + hca), (7. 2.56) 
其 中 hla) « CG? 4- P) 7^, B3] 7. 2. 3 9 
[a (oda Xin lC a, 


BE a 充分 小 时 ,可 得 到 (7. 2. 53) 中 关于 y 的 导数 的 估计 , 相仿 
地 ,可 以 建立 s — s 叭 关于 x 导数 的 估计 . 
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现在 考虑 r"+"* 的 导数 估计 . 由 (7. 2. 2D RA 
re (x) -— TapE Cr), gen Gesn. 


将 它 关 于 x 求 导 , 并 利用 前 面 已 证 得 的 (7. 2. 537 可 知 , 在 > 一 0 上 
有 下 式 成 立 : 


[r? *P(z) | < CG[s"*P F Ipse») | 
Tir pO Cr) t+ eG» 
=O fz. (7. 2. 57) 


如 前 ,利用 沿 4_ 特 征 线 积分 的 方法 即 可 建立 r**+? 在 整个 区 域 2 
中 的 估计 ， 

最 后 ,由 于 [AS o | 有 正 下 界 , 故 "+2 关 于 y 的 导数 的 佑 
计 也 可 立刻 得 到 . 口 

这 样 ,利用 引 理 7. 2.6 到 引 理 7. 2. 9 的 结论 ,就 证 明了 前 面 所 
作 的 归纳 假定 FD. FI? 对 一 切 £m. 

定理 7.2.1 的 证 明 : 

证 明定 理 7.2.1 的 关键 在 于 建立 近似 解 序列 {r,s 中 } 的 收 
人 敏 性 ,为 此 ,我 们 逐个 地 建立 对 |o? — oY] [sto — s |] po, 
rr 一 rz 的 估计 : 


la? L 9 


& 3 M. Go llam Is — s? + OG») 


4C prem ae uas (7. 2. 58) 


(FD 


| s"? — s ue 


9 Ww, 到 一 T: 
«c 10 re 一 ren lax ds — se» l=), (7. 2.59) 


(s+1) 


rer? — 7 Ps 
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& dro 一 re 和 十 so — 5 ed. 
(7. 2. 60) 
首先 ,类 似 于 引 理 7?. 2. 6 容易 建立 : 
Jo — oP] SCC Ir mem pue H s — sm 
(7.2. 61) 
现在 来 建立 更 精确 的 估计 (7. 2. 58) ,将 o^ 一 oY 写成， 
Jo — of? | 
= |H”, 6) — He, sn) 
= Clr or + (Rs s) — HE”, son)| 
< Clr — P| + |HQ, s?) — HO, 5) | 
+ EEG, s?) — Hi, s979)] 


— (HO, 5?) 一 HO, s*"-")]J. (7. 2. 62) 
利用 (7. 2.19 PRIS. a 


H(0, s?) — H(0, s°-”) 
mG] [f I 


[mG'?)] [72 G7?) ] 
Ld Dm * fm — L£Gn)] dm 
[^o ely 


x (s? — se», 


Hp s’ = sD p 069 — ss’), oS P< 1, 
于 是 


m` = m(s' ). 
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[|H (0, 5?) — HO, s°-Y) | 


[t 


© ds? "E ser | 


= ge» | : 


E (3* EN DUM = s 


将 它 代 入 到 (7. 2. 62), BEAR C7. 2. p^ 
为 证 (7. 2. 89) ,4 v c st? — s”, Nv 满足 


av + AP — oa ,v = (Ag? — AP 4- a? — go7")9 s, 
沿 特征 线 积分 ,可 得 
lvl < ['Lat-»— ae + ao — am 
X 2,G? — s)(a, Wa, a, b)) |da 
+ Pago aeq? — o”) 
X ays (a, Ala, a, b))) |da. (7. 2. 63) 


上 和 式 右 端 关于 CR 、 3y(s™ a. $59). o? = g*-»? 的 估计 是 已 
有 的 ,而 


ae ar | 
< (12,4? | FOC) — re 9| 4- [s — se», 
故 将 它们 与 引 理 7. 2. 3 相 结合 , 可 得 
Iv| x $n + Ca 
X Cr? = rP he = is a8 |). 


由 于 Žin i « i, 故 在 a 充分 小 时 (7. 2. 59) 成 立 . 
Sy = rot — r?, Wl o 满足 
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3,v 十 (A — om) = (AXP — Aa go — otda r”. 
(7. 2. 64) 


dg x —0 Kv =0. H AFER C. 2.64), 若 左 向 特征 线 先 碰 
5] x 轴 , 则 
jo| x ro+DGzy，0_) — r?G, 0-)| 


十 f | (A79 — 39j3 r” (a, Blas a, b)) |da 


+ [iens — 6a, (a, 9a, a, bY) |da. 

(7. 2. 65) 
否则 ,上 式 右 端 第 一 项 不 出 现 , 生 第 二 项 中 的 积分 下 限 应 取 为 零 ， 
由 于 lar? | SC Ya , 故 (7.2.65) 式 中 的 积分 被 

Cate — em pele? Sa [ae 
所 控制 .此 外 ,(7. 2. 20 3E Ts 
[r**P Cx, 0_) — r'^(z, 0.)| 
S CI» T — LPT sS Ca || st 一 5 ae. 
综合 这 些 事实 ,可 得 到 
[Get — r”) Ca, b)| 
S Cat | pO? [Due ee l — 2007 un) 
+ Ca | set? — s? |i, 


故 在 a 充分 小 时 (7. 2. 60) Y. 
将 (?. 2. 58) 到 (7. 2. 607 所 示 的 估计 相 加 , 则 得 到 


[rete — £o lee + | gOtD — p0 il pé 
19 o» (—-1> o0 一 
x opem — emm pus H pum — aem pue», 


(7. 2. 66) 
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x 3E (8 5 T FE Al (9 Ges yds s" Gr, y URE. 相应 地 , (o7 | 
BY Ui Sx VE E OF BD B8 Zo m FH. 记 这 些 序列 的 极限 为 r(x，y)、 
slr, PM olz), Ml rix, wy sda, WHE OPEB o (GO TE x 20 
时 连续 . 在 由 (7. 2. 34) 导 出 的 积分 表达 式 中 , 令 > 趋 于 无 穷 , 即 可 
HBO, y), s(x，y)) 为 相应 积分 方程 组 的 解 ,从 而 ,r(x,， y) 
sr，y) 在 激 波 两 侧 也 是 连续 可 微 的 ,是 满足 : 


bs y) + (.— 028," x, y) = 0; 


(7. 2. 67) 
3 ,sCr, y) + (A, A 9)2 s(x, y) =. 
Wb, ERMIR y = $(x) 上 ,Rinkine-Hugoniot 条 件 
r= s r+s 
[d zer] 
o= (7. 2. 68) 


[c = = *| sin rts 


成 立 , 它 正 是 (7. 2. 33) 式 的 极限 . 
加 到 原始 坐标 系 ,就 得 到 方程 组 (7. 2.8》 的 弱 解 . 对 条 件 Fe 
中 不 等 式 以 及 (7. 2. 35) 取 极限 , 即 得 定理 7.2.1 中 所 示 的 估计 . 口 
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仿 微分 算 子 的 回顾 


在 非 线 性 恼 微 分 方程 各 类 问题 的 讨论 中 ,一 个 好 的 线性 化 方 
法 往往 起 着 重要 的 作用 ,对 非 线 性 方程 解 的 奇 性 分 析 也 是 如 此 , 特 
别 是 在 完全 非 线 性 方程 奇 性 分 析 问 题 的 研究 中 ,由 于 特征 与 方程 
的 解 有 关 , 因 而 也 可 能 带 有 某 和 神奇 性 ,这 种 情况 甚至 给 解 的 奇 性 的 
描述 都 带 来 困难 .J. M. Bony 基于 分 布 的 二 进 分 解 的 方法 ,建立 了 
仿 线 性 化 与 仿 微 分 算 于 的 理论 , 它 在 讨论 奇 性 传播 问题 中 十 分 有 
Ak. 因为 在 这 种 线性 化 的 过 程 中 所 舍弃 的 一 般 是 具有 较 高 正则 性 
的 项 ,而 这 种 “舍弃 ?往往 不 影 珊 奇 性 分 析 . 这 样 ,一 个 非 线 性 问题 
就 可 化 成 线性 问题 进行 处 理 ,或 至 少 可 以 借鉴 许多 已 在 线性 问题 
的 研究 中 行 之 有 效 的 方法 . 以 后 S. Alinhac 又 在 此 基础 上 发 展 了 
仿 复合 的 理论 ,并 用 于 讨论 完全 非 线性 方程 余 法 型 分 布 的 传播 . 为 
了 读者 的 阅读 方便 ,在 下 面 对 仿 微分 算 子 的 一 些 基 本 结果 作 一 概 
要 的 回顾 ,但 对 其 中 的 定理 一 般 不 给 出 证 明 或 进一步 的 解释 . 读者 
可 参见 文献 Li6]、L57]、 [109] 等 ， 
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id BCO, DCR AURA AL PRR. RR «> 1, 作 二 
进 坏 体 : 
E, = {E E Rye 2i «e| x xm, (A. 1) 
其 中 j 为 正 整 数 ,二 (05. £0, El = ( S26) ^. ee 
BU US) MATET R. 
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定理 A. 1 存在 函数 (0D. KÉ € Cro V. $ x1. 使 得 
(1) suppé C 40,1), supp$ C €; 
(240) + $8 = 1, VEER; 


J79 


(GO 对 任意 的 正 整 数 1, 有 


i- ił 
DDD = p2, VEER. 


7=0 


定义 A.1 对 于 任意 的 分 布 w € SR), 可 以 定义 & 的 二 进 
分 解 ( 或 称 环形 分 解 ，Littlewood-Paley 分 解 ); 


“= ur), (A.2) 
T1 


/到 


HP ao h 
B, = POA, £16 — 97580) GEO 


决定 ,而 多 % 是 定理 A. 1 中 给 出 的 函数 . 
定理 A.2 Bu € HR) 有 二 进 分 解 (A. 2), 则 存在 常数 e, 
及 C, 使 得 


Melo 6,24, j=l, 0, 1， ee (A. 3) 
H 
( $18)" «ctu. (A. 4) 


1= -1 


定理 A.3 Rs 为 给 定 的 实数 ,wzE 五 CR) , 则 下 述 论断 是 等 
价 的 : 
(1) « € H'(GQ"); 


(2) “可 分 解 为 > ww 其 中 UR 


supp; ( BO, K2!) sR > 1, 


ex 


lul ome 277, Te xo (A. 5) 


4 1 


$1 = # a 251 


oo 


(3) 存在 自然 数 m > s. 使 得 x 可 分 解 为 x = Zu u EC”, 
AX |4| im, 有 


[De lo ea el, Ses < o. (A. 6) 


定理 A.4 Uo 0 HARB, u € CCR"), UX u 的 二 进 分 
JE CA. 2,8 FRR: 


I u, i mw SCZ" || z || c? (j-—1, Q, 1, eer). CA. 7) 


定理 A.5 设 p>>0 为 非 整数 ,wx € CCR")，, 则 下 述 论 断 是 等 
价 的 : 
(Du € CR"); 


(2) zx 可 分 解 为 > ww， 其 中 心 满足 : 


i 


supp, C @,, ul XC-2*^; 


(3) u 可 分 解 为 Yu, Fou, 满足 ， 


j= 
supp; C AO, «20, € > 1, 


|, | e SCE a7; 


(D 存在 自然 数 m > p, 使 得 w 可 分 解 为 = Zu u,€ C^, 
BX |4| m. 有 
li D'ujl x CM, CA. 8) 


定理 A. 5 中 的 指数 p 取 整 数 时 ,需要 用 Zygmund 条 件 来 代 
Holder 条 件 . BL’ RAR u 满足 


lua + y) + u(x — y) — ulol L M|yl, [yl > 0, 
(A. 9) 
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DIZE u HELE Zygmund 条 件 , Lipschitz AIFA E Zygmund 2&1 ,但 
反之 不 对 . 

定理 A.6 下 列 论 断 是 等 价 的 : 
(1) «u € L”(R"), H 


sup [yl i Jala + 32 + ulr — y) — 2u(x2| < o0; 
y> 


(2) u 可 分 解 为 > ww, 其 中 以 满足: 


suppá; C@,, | uj |e SC .23 


(3) u RA Dun 其 中 以 满足: 


supp C BO, «2'), «> 1, 


ee, Ware SC +2, 


(4) u SBR u = Dou. wj € COR), AM lA] 238 


?一 一 1 


| D'u; |," < C2 741, CA. 10) 


TI FH dE St Rt BY LAE HERE Fg BR. EP. C^ 的 性 质 ,或 微 局 
部 HD. C 的 性 质 ， 
定理 A.7 Bs. SHRM s Ss, 则 下 面 的 论断 等 价 : 
(Du € Hs N His 
(2) FETE pa) € CFR), EU xo 附近 为 1, PEE & 的 一 
个 锥 邻 域 了 ,使 得 
fu 一 Sv Sw (A. 11) 


ge 4=-2 


其 中 


lv; ll <c,2-*, supp$, C €, 


ll v; llo S e27*, supp! C@ AI, Set < oo, 
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这 里 RRO 的 余 集 . 
关于 函数 的 局 部 或 微 局 部 C^ 性 质 与 它 的 二 进 分 解 的 关系 是 
类 似 的 ,读者 可 自行 写 出 . 


记 函数 “的 二 进 分 解 的 部 分 和 Su, 为 Se 


È 
Siu = yD + JPD, 


则 Siz € SCR), HH u € HW, Ru € C h, Siu E E RC 中 以 
u 为 极限 ,所 以 Siu EIER AR u 的 一 个 光滑 逼近 , 且 有 : 
定理 A.8 ec EP. H5 0, W 


|| Sin — u la SCZ“ lull, (A. 12) 
MF u € C^, He 0, 则 
| Sie — uli xC-2"lulc. CA. 13) 


定理 A.9 Hu € H', suppu CF, WHEE N 7 0, 有 
| 2*1 + 2dGz, Fux) | X es De <o, 


CA. 14) 
HP dlr, POA x 点 到 下 的 距离 ， 
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以 下 给 出 仿 积 算 子 与 仿 微分 算 子 的 定义 , 仿 微分 算 于 一 般 可 
以 有 几 种 等 价 的 定义 方法 . 它 可 以 利用 函数 的 二 进 分 解 来 定义 ,可 
以 利用 函数 Fourier 变换 的 积分 来 定义 ,也 可 以 将 它 作 为 一 类 特 
EH OPSI, 类 拟 微 分 算 子 来 定义 . 下 面 采用 第 一 种 方法 给 出 仿 微 
分 算 子 的 级 数 形式 的 定义 ， 

定义 A.2 设 e(z)、xw(z) 的 二 进 分 解 分 别 为 一 Sas u= 
Du MEE REY IE eR NA 
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ca -N 
Tu= >, S apis: (A. 15) 
] 


WE Tau Waktu HEM aR T. AGREAT. 

定理 A. 10 Ro, s 为 任意 实数 ,a € L^ GU) WT BOO 
CC 与 五 "一 于 的 有 界 算 子 , 且 算 子 模 IT. <C |a len. 

在 定义 A.2 中 的 六 ,以 及 在 定义 中 涉及 的 二 进 分 解 中 不 同 的 
Keb, PBA A EM Tu 的 差别 ,但 是 当 a € C^ Bp. ix 
T 383 HUE C+ CRW > HU HARAT. 以 下 简称 这 种 算 
子 为 p- EMF. 

定理 A.11 id 

rla, u) = au — T',u — T,a, 
(A. 16) 
r'(a, u) = au — Tu, 

(OD Xia € CCR"), p 0, u € CCR"), WH: 

(a) Zio 2 0,W Iria, woe xCllaleliule: 

(b) Z;— «a0, Wl || z' Cas 2) || eec C ll a M en ln Dl ens 

(c) Zio — 0,8 |r’ Ca, u) d en X Clalelzle 
(e > 0 为 任意 小 的 正 数 ). 

(2) a € HR), t >n/2, u € HR, WE: 

(a) Hs Sn/2, W ll ra, u) ls SC [a ||, lle |; 
b) 4$ —t+n/2<s<n/2, 
W eta, u) Wee SC Haji. lel. 
(c) Hs = n/2, W r las w |. C lal lul, 
Cc > 0 为 任意 小 的 正 数 ). 

定理 A.12 HH a€C(R") FEC CR"), p>0, WEFT, T, 
一 Tu 是 产 正 则 算 子 ,是 |T. T, -Tal <Cllallellalc. 

定理 A.13 设 a € CR"), p> 9, 则 对 所 有 的 正 实数 , 算 子 
T. JERRY, TZ 是 五 ARH ATT 一 Ts: Ro Ha 
算 子 , 且 |T — T: <Clele. 
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定理 A.14 Habe Cet, p> 0, 上 为 非 负 整数 , 则 有 : 

(DT 是 C"* 一 C"!: 或 H"* 一 H"' 的 线性 连续 映射 

(2) AFR=T. oT, — Ta RC CER H-Hpet 
的 线性 连续 映射 . 

定理 A.15 acC), p>0, vir) ECR) (或 
HR), WA: 


Tav |s =0 = Ta =oV + Rv, (A. 17) 
RF RE p EMR. 
定理 A.146 对 于 仿 积 , 有 Leibniz 公式 成 立 : 
a 三 al e 
D'(T u) = Pp rar TD"u. CA. 18) 


对 于 仿 乘 法 算 子 与 磨 光 算 子 J WLAT Am FE: 

定理 A.17 ida € CR, p 1,u € HR”), WA: 

A) [Tas] € HHR), HA 
Chas Jull a SC llu llas (A. 19) 
WET. Jelu ||, S Ce || u ll. (A. 20) 

其 中 常数 C Se, s 无关. 
(2) 4 e OR}, EH] At) PRT. Jeju — 0. 
WM ORKE 8€ RHA m GREC EA OWA C”, X 


子 zE 0, RAAF xU SRR F CoCo > 0), Wt, £) 
可 以 作 球 面 调和 分 解 ,写成 


lx, £) = S a GA (E) (A. 21) 


的 形式 ,其 中 alr) € C^, AE) Hm KR TE E — 0 BREF 
C. 

定义 A. 3: 对 上 面 给 出 的 函数 lr, OD ,在 作 它 的 球 调和 分 解 
(A.21) 后 ,可 以 定义 一 个 线性 算 子 
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Tu = DST AAD)s(Dyu, (A. 22) 


其 中 了 .是 由 ae SB SEREET AD), SCD AU AED, sE) 
AER ORAS SF. sOoRERABRMAZ, CE | £ | ESAE 
SET 1889 CRM. HR CA. 21) 所 定义 的 算 子 称 为 以 1(zx，, Og A E 
的 仿 微分 算 于 . 

定义 A. 3 PH lz, 8 可 以 被 替换 为 具有 不 同 寡 次 的 齐 次 函 
数 之 和 . Ale, DURERA P aa RAIRE A m, WGE 
(€ Zz QD MMA MA HAS AT L iA L€ OpXz (2. 这 时 ， 
LG, OBL KINA A E FB ik. 

定理 A.18 HA. 22) 所 定义 的 仿 微分 算 子 是 H -> H" R 
CC 一 C ”的 线性 连续 映射 . 当 定 义 式 (A. 220 rP s COSE EDT: 
TTU EX PSA e. GE), $C] FMM AA A8 f E DR 
的 函数 时 ,所 引起 欧 误 差 是 p 一 x 正则 算 子 . 

定理 A.19 KAM CT RR. ER AHORA 0. BO [8| 
充分 大 时 为 着 次 齐 次 函数 ,又 设 a(z) € C, p 79 m, WA 


ADT a= >) Teh? (Du + Ru, (A. 23) 
ial=[e] t 
Ep Rp — m 正则 算 子 . 
定理 A.20 KA, D, LG, E 满足 定义 A.3 的 条 件 , 关 
TOS ARD m, m 次 齐 次 函数 ,又 令 


x, ) = GHG, — $) LauDu, (A.24) 


jaj={[e1 
则 有 T, e T, =T; +R, 其 中 R 为 2 — Mmi — m EWART. 
定理 A.21 i, O 满足 定义 A.3 的 条 件 ,又 令 
Lr, — $ lou. (A. 25) 
le|x[ej; ^" 
WT, RISER T^ 是 H 一 H7" ESM LY. TT. 一 T 为 
H'— Hte 的 线性 连续 映射 . 
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定理 A.22 LEOLE), ERIE Ie, é), ¢ HN, 
38| 2, HEERS QUEER um (LG 2 400 区 所 定义 的 算 子 属于 
Op=2(0,), 其 象征 为 


3 de Gd CD Dies? ，(A. 26) 


2-4 6) 
其 中 lr, z) = GO — plr) — PD — DIM (c, D 表示 
2H. E), 而 >) 表示 所 有 关于 7 的 次 数 不 低 于 zm 一 Lo] siue 


项 之 和 . 
定理 A. 23 id F(t, wets ux) RN 上 的 C gg Hr , 4 1 三 7 三 


N hF, AR u O ECR, e > 0 (相应 地 HCR, s > D 有 


N 
FGn GO), *, uy(2)) = DOT Hux) +R), (A. 27) 
ja c 


其 中 Rir) E CY( 相 应 地 RC € HY"), JETER F Bx Phe 
示 称 为 伪 线 性 化 . 

当 五 关于 它 的 变 元 仅 有 有 限 阶 正则 性 时 , 仍 有 相仿 的 仿 线性 
化 定理 . 当然 ,这 时 余 项 的 正则 性 与 到 的 正则 性 也 有 关 . 

定理 A.24 VE Flu, +, un) 在 RI 中 是 关于 其 变 元 的 
Cle> D ER BE 24 1 9; UN. 时 ,函数 aj(x) € C GU , p> 0, 则 
A 


Fiul), 5 ux) 


N 
- DUT gu, GO + ZF (Su) HRG), — (A.28) 
"m J 


t>o 


其 中 F, A F ER PERS TORR, S, 为 在 R* 中 作 二 进 分 解 
时 导入 的 部 分 和 算 子 . R) € CHH, s= minl — 1,0 41). 


E FER 中 为 其 变 元 的 ms» 5 va 1) BÉ ua) € 
H'UUOGUP).rIn/2, 则 (A.27) 仍 然 成 立 ,但 RE Hr t.e 一 
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min s-3 -lr F +). 
利用 非 线 性 函数 的 仿 线性 化 ,可 以 对 非 线 性 偏 微 分 方程 作 仿 
线性 化 .在 R^ 中 考虑 非 线 性 偏 微分 方程 
F(a, ulr}, wets du, gus = 0. CA. 29) 
则 有 如 于 的 仿 线 性 化 定理 成 立 : 
定理 A.25S iu EC o> Olu € At, s>5 是 
方程 (A. 29) 的 实 解 , 则 存在 象征 为 
«(C = Y 25,0 9^4, +) GE) € BT (A. 30) 


le| sim 


HRA P € Op27, 使 得 


Pu(z)— D, Taule) € CYR H” $). (A.31) 
je] m * 


$3 仿 复 合算 子 


以 下 叙述 仿 复合 算 子 的 概念 , 它 在 本 质 上 与 定理 A. 22 中 所 
WASTE C 函数 的 仿 线性 化 是 一 致 的 . 设 0,,、02,, 是 两 个 给 定 的 区 
域 , X: Q, > 0, 是 一 个 CO! 可 道 变换 ,Pp > 0, Miu EE), 
suppu C K, 则 天 在 变换 X -下 的 象 X (OO C OQ, BMF ul) 
有 二 进 分 解 

u(x) = uz), 


其 中 wj(x) 满 足 supph, C €, 由 于 相应 的 对 侦 变 量 与 9 间 有 关 
59 — CX 60,5, Jti ST Xe GE YAW E> 1, 使 对 任意 的 
YER FES, AVE = o CIS lal Se 24}, 

可 以 定义 仿 复 合算 子 如 下 : 

定义 A.4 Ru E x BEML. Py) CCH). HE Xx CK) 
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的 邻 域 上 等 于 1, 作 


X'u = SG, * D1. (A. 32) 
k 


EPLO ] 的 意义 为 [o]. = Du 而 和 式 的 足 标 j PORE v, 的 谱 
与 二 进 环 体 V. 相交 的 那些 项 , 线性 算 子 Xx" 即 称 为 食 复 合算 子 . 
EXEC, p> 0 的 条 件 下 , 仿 复 合算 子 是 C" AC 的 连续 
映射 ( 若 o 关 0), 也 是 H A A 的 连续 映射 . 在 仿 复合 算 子 的 定义 
中 ,不 同 的 二 进 环 体 的 选取 与 不 同 的 二 进 分 解 方法 的 选取 仅 导致 
e 正则 算 子 的 误差. 关于 仿 复 合算 子 的 主要 性 质 有 以 下 的 定理 : 
定理 A.26 iX: 一 有 凡是 一 个 Ce GERERR, Ht) 可 道 
变换 , o> 0 (相应 地 ,7 > Pitu € CA), o> 1( 相 应 地 ， 


u € HG, 5 Du TE 0, PR RRB. PECTIN) YE X" 
《suppu) 的 邻 域 上 为 1, Ml 
u o X= l'u Te PR HR, (A. 33) 


APR € Cette = min(o — 1,0 4+ 1) | 相应 地 ， REHU, 
Paes NE TAE ees 
E = min| s 2 lyr 2 *1]). 

定理 A. 27 iX: — 2, X X; : 2, — 0, FER cam 
可 道 变 换 ， e > 0, uC C (2,5 3X, H (R), suppu E K EZE. x ¢ 
€ CT), BTE X2 CO 的 邻 域 上 为 1, 则 


Xi Xiu = (XX) u + Ru, (A. 34) 


KRPR Bo 正则 算 子 . 
定理 A.28 dix: 2, 一 人 是 Ce 类 的 可 道 变换 ， p >o, 
u € C'((2,) 或 H'(Q5), suppu C K E. X WEE alz, 60€ 


E700) , 相应 的 仿 微 分 算 子 为 T,, 则 存在 算 子 T. ,使 得 
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X T,.4—T;X'u Ru, (A. 35) 


Epaty, PESA), €= min(a, p), Re m EWART. 
定理 A. 29 i X: 2, > 2, R—TCU, p > 0 CFB AY Hh, 


HU. r> = "putas Bk ISSN, RRB w (DEC (A), 
o>] 《相应 地 LED, dee +1 X F Cus thy un) te R“ EAC 
函数 ,出 有 下 式 成 立 : 

x" F(u) == Trup u + R, (A. 36) 


XHRCC',c-—min(QGp-4-2,04-0,20) | 相应 地 , RE Ht, e = 


+ n n n 
min r- S42, pts—F,2— $I). 


ti; uf Pl LH — A SG FN PR AE EEX 
的 仿 复合 算 子 , 它 能 用 于 讨论 非 C~ 变 换 与 不 具有 紧 支 集 的 分 布 的 
复合 ,并 在 相仿 的 意义 下 有 以 上 诸 定 理 成 立 . 这 里 从 略 . 
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